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PREFAZIONE 






Kor wbat t* (he tUMvy of dctmnifunU ? It u ao algebra upon algebra ; 
a ralculut which «nablcs ua lo combine and roretcll tbc rcaalu of algcbraical 
n(>eratiom, in thè urne «ray ai algebra itaelf emblea tu lo diapcnic wilh thè 
peiTormancc of (he «prcial opcrationa of arithrarUc. 

SlLTtiTaa. t’hìl. Mag. 



Le ricerche di Gramcr e di Bezout ( 4 ) intorno la risoluzione delle 
equazioni algebriche lineari e sulla eliminazione, segnano l’origine della 
teorica di quelle funzioni, Io quali, indicate dapprima col nome di ri- 
vengono ora generalmente chiamate delerminanli. La legge di 
formazione dei determinanti è dovuta a questi geometri, i quali la de- 
dussero per analogia considerando la forma dei risultati ottenuti dall’opc- 
raro sopra due e tre equazioni ad altrettanto incognito. Questa legge forma 
anche lo scopo principale dei lavori di Laplace e di Vandermondo (2) 
sulla eliminazione, noi quali, come corollarj di essa, sono dimostrate, c la 
proprietà dei determinanti di mutare di segno o di annullarsi quando si 
permutano o si suppongono identici alcuni elementi, e l'altra proprietà per 
cui un determinante di un ordine qualunque può risultare dalla somma di 
prodotti di determinanti di ordine inferiore. (§. 3 .°). Nelle memorie di 
Lagrange ( 3 ) relative al problema della rotazione di un corpo solido 
ed alle piramidi triangolari, viene fatto uso di determinanti del terzo 
ordino, c si trovano enunciate rispetto a questi determinanti alcune pro- 
prietà, che in seguito vennero estese ai determinanti di un ordine qual- 
sivoglia. Queste proprietà ponno ridursi alle seguenti : 1." il quadrato 



(i) lolroductioD k r«uljM de* iìgnet eourbet slgcbriquci. Appendice — 1760 — Uittoirc de PAcade- 
inie Royale drs SrtfiiceL 1764 . 

(a) HUtoirc dr rAcadéinìe Royale des Sricnco. 1779^ Seconde Pertie. 

NouTcaux ménioirca de rAcodémie Roytic de Berlio. 1773> 
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<1i un dclermiiiaiitc ù esso mcilcsimo un determinante; 3.* il determi- 
nante ad eltmenli reciproci di un determinante del terzo ordine è eguale 
al quadrato di quest’ultimo determinante. (§§. 5.° c 6.°). Gauss (1), nelle 
sue ricerche intorno le forme binarie e ternarie ha generalizzata la pri- 
ma di queste proprietà dimostrando, pei determinanti del secondo e terzo 
ordine, che il prodotto di due determinanti è esso medesimo un deter- 
minante. Nella classica opera di questo autore trovasi per la prima volta 
introdotta nella scienza la parola determinante. I teoremi di Lagrangc 
e di Gauss vennero estesi da Bincl (3) alla somma di prodotti di un 
numero qualsivoglia di determinanti del secondo, terzo, e quarto ordine 
ma la generalizzazione di quei teoremi ai determinanti di ordine qua- 
lunque è dovuta a Cauchy (3). Le prime duo sezioni della seconda 
parte dell' importante memoria di quest’ autore » Sur le nombre dee 
valeurs qu’une fonclion peni acquerir eie. « contengono la regola gene- 
rale per la moltiplicazione dei determinanti , e le principali proprietà 
del determinanti ad clementi reciproci ; nelle altre due sezioni si trovano 
dimostrati i più importanti teoremi sui determinanti minori, c sui de- 
terminanti dei determinanti medesimi, chiamati dal medesimo geometra 
determinanti derivali. Alla memoria di Cauchy tennero dietro varj la- 
vori di applicazione (4) dei teoremi conosciuti fino a quell' epoca , e 
solo nel 4841 l’illustro Jacobi (6) nella memoria — De formalione et 
proprielatibus delermittanlium — pose le basi di un trattato intorno 
la teorica dei determinanti. A questa fa seguito la memoria del mede- 
simo autore — De delerminanlibus functionalibus — nella quale gio- 
vandosi del calcolo differenziale , e di alcune note proprietà sulla com- 
posiziono dello funzioni, aggiungeva una importantissima parte a quella 
teorica. (§. t0.°). Anche le prime ricerche intorno ai determinanti 
(johhi (§. 8.°} si devono a Jacobi (6), esse vennero completalo ed estese 
da Cayley (7) in due interessanti memorie. I più recenti lavori sui dc- 
lermiiianli sono applicazioni delle loro proprietà all’analisi, alla geome- 



(0 .Arilmclirfa^. 1807, 

(i) Journal tir rF-rolc Pol]rUxhai({ur. Cabirr KÌtiacne. i8i3. 

(3) Jmimal de TEcole Polylrchaicjue — Cahìcr dix'aeptìcme. i8i5. 

(4) CicUe. Journal fùr dir Malhrmttik. — BainL ti. — Liourilk- Joanuil de Matiiémalk|itri. T.* a. ett. 

(5) Clrrllr. Jouriul fór dir Matlirmalik. Rand. aa. 

(R) Crrllr. Journal fùr die Malhcmalik. Band. 3 . Uritcr die PfaiLchc IntrfralioQa*Mr|}uHlr. 

( 7 ) Crrllr. Journal fur die Mathcmalik. Bande 3a. tt. 38. 
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(ria , alla meccanica , alla teorica delle equazioni , alla teorica dei nu- 
meri ecc., dovute a Jacobi, Cayley, Sylvester, Cauchy, Hessc, Ilermilc, 
Rorchardt, Salmon, Malmstéen , Joacliimsthal ecc. (l). 

I..a varietà cd importanza delle applicazioni della teorica dei deter- 
minanti, fanno sentire agli studiosi il desiderio ed il bisogno di libri nei 
<|uali (xissano trovare esposti i principi di questo ramo d’ analisi. Le 
memorie di Jacobi, cd il pregiato opuscolo di Spottiswoode (2) — EU- 
menlanj iheoretns relatimj to determinanti — sono lo sole opere alle 
quali può ricorrere chi si incammina in oggi allo studio di quella teo- 
rica. Non stimiamo quindi inopportuna la pubblicazione di un nuovo 
libro sull’ argomento. 



i65i. 



(0 — M4llirmati»clic Werke — Ciuehjr. ExrrdcM rf Aiuljtc fi de rby»‘t<|ue Mjlbcfoslirpie. 

S.aLmoD. Or thè highcr pUitc curvo. •• Jourual de Creile «Journal de LlouviUr » 

/ine — - The Carabrìdge «ad DuMin Mjtihrnalical Jonroal. — Anoalt dì Tortolini. 

(i) Loodoo. C«ur|c Bell — i8Si. 
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CllItATA 



Pag. 3.' lin. penullima in loogo dì = 






■ tee. leggi 



=^.r. 



n g * lìn. i5.‘ In luogo di indicate dalla (5) leggi u indicate dalla (G)- » 

» i6.* lin. 1 1 .* In luogo di contatto delle prime rette leggi i<di contatto della prima rctl .1 » 
» 30.* lin. 6.* gli esponenU 3 , 3 devono essere permutati. 

dV , r/P 

>» 3o. Im. IO. in luogo di P — — * « ccc. leggi « Q -j — » ecc. « 
da,, da,. 



in luogo di 


Onfi 




(lu,t ^li,t 


•««gi " 


* 




Cvft 
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i:V TEORICA DEI DETERMIXAMI 

E EE 4ue prlxcipaei appeic,%zio\i 

t 



I." Ueflnisloui e IV'otauonf. 



Il simbolo a,_, rappresemi in generale una quanlità la quale cambia dì valore 
il variare degli ìndici r ^ s / e suppongasi ebe gU Indici medesimi possano assumere 
i valori 1 , 3 , 3 . . n. 

Cliiamasi detemùnante la espressione che risulla dall'aggregato degli 1.3.3...» 
prodotti ì quali si ottengono permutando gli indici in tulli i modi possibili nel 
prodotto : 



rd applicando ai prodotti medesimi segni determinati. 

Le qiiantilh a, , diiamansì gli elementi del determinante; gli elementi a,^, ed 
si dicono conjugati, e gli elementi n, , <i, , .... n, . diconsi principaii. 

La notazione pei determinanti generalmente adottala e di cui fecero oso I..a- 
plare , Cauchy , Jacobi , è la scrittura simbolica della definizione cioè ; 



Questa notazione ha sulle altre il vantaggio della brevità , ma allorquando si 
debbano eseguire operazioni speciali sugli elementi del determinante , oppure alcuni 
di essi elementi assumano valori particolari converrà far uso del seguente metodo 
di notazione : 



i.i 




nel quale appajono espliciti tutti gli elementi. 

1 
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GFi c-lcmenl! silaall I' uno sotto P altro si diranno in una medesima colonna, 
e quelli posti d'accanlo l'un l'altro si diranno in una medesima linea, lii evidente, 
per la definizione, die considerando un elemento qualunque n, in ciascuno dei 
prodotti in cui entra l'elemento medesimo non potrà trovarsi alcuna degli elementi 
situati nella stessa colonna o nella stessa linea di esso. 

Un terzo modo di notazione dovuto al Sig. Sylvc.ster , il quale La qualche 
analogia col metodo già adottato da Vandermonde, consiste nell' esprimere le qiiait- 
lilà a, , con due lettere a,, le quali prese separatamente non rappresentano nè 
quantità, nò simboli di operazione ma solo ombre di quantità. Colf introduzione 
di questi elementi ideali l’autore rappresenta il determinante sotto una forma più 
compatta dell’ultima e.sposta scrivendo l’una sotto l'altra le due serie di clementi 
' nel modo clic segue : 



*. X, 




i-d il valore algebrico di questo dclcrminanle verrà espre.sso dalla : 







o.sscnando che le quantità r, , r, . . . r, sono differenti fra loro c possono assumere 
tutti i valori i , a • ■ . ri. 

L' ordine di un determ'mante si desume dal numero dei suoi clementi princi- 
pali, quindi il determinante superiore sarà delf ennesimo ordine. 



l.ieg^c di roriiutiione del dclcrminand. 



La legge di formazione dei determinanti consiste nella legge dri segni che de- 
vonsi attribuire ai varj prodotti dall" aggregato dei quali risultano i delerminanli 
stessi. Questa legge, la quale è 1’ ordinarla allorquando ai tratta di permulaiionì , 
allribuisce a ciascuno di quei prodotti segno positivo o negativo , secondo che è 
ifi.vpari 0 pari il numero dei primi indici permutati nel prodotto : 



per ottenere il prodotto che si considera , supposto positivo il prodotto superiore. 
Cosi per esempio si avrà : 
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Ossfrrando il secondo membro di questa egnaglianza risulta iìiciimcntc essere : 




la quale rclanionc mostra In qual modo si possa giungere al valore algebrico di 
un determinante simbollezato col secondo dei metodi Indicati al §. i Per la legge 
dei segni dichiarata più sopra è chiaro come analogamente al risultato superioie si 
debba avere in generale : 



(>) 






"... «... 




"... «... "... 






"..1 "i,. 




"i . "... "... 


, k.« ; 




■ 






j- ■ 




^1* , • ^if , f ■ ■ ■ , « 




^*,t 





e come nello sviluppo di un determinante dell' ennesimo ordine un elemento qua- 
lunque a, , sarà moltiplicato per II determinate dell'(/i-i)esimo ordine il quale si ot- 
tiene trascurando gli elementi dell’ r esima linea e della s esima colonna del detcrminauie 
dato, ed attribuendo a quel prodotto segno positivo o negativo secondo che i numeri 
r ed f sono ambedue pari o ambedue dispari, oppure l’uno pari c l’altro dispari. 

KiCnif)/. I .* 



* r * "^*1 




k. r.l 


k.r.l 


' f. 


m 




> rJ 


■r. r. 


F. r.l 


F. r.l 



^,r. - -f .r. + ^ - -r J-, + - XJ-. 



I 
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i*>prcssÌone pel doppio dell’ area ili on Iriaagolo avente i vertici degli angoli nei 
punii di coordinale x., 7,; x„ J,. 

a.° Se supponiamo : 

Xi-n, + rt, x,=ft,+6, x,"C,+c, 

r.=^.*. j-.-f.f. 

SI fin : 

I rt, +4ig 

1 />,*!>, h^b, + 

1 c.+r, f,r, 

rd allorquando le n,, a,, i, , fc,, c, , c, rappresentino le distanze diesel punti si- 
luali sopra una medesima retta hanno da un punto qualunque di essa, la espres- 
sione superiore eguagliata a zero indica essere i sei punti in involuzione. 

3.“ 





X, 2.! 
1 












' X, _ 


•*'. r. 




r, 




•*. 7. =1 


' X, -, 


X. - 


X. 


+ 


X. 


~ 


•*. 7. =. 




•*■(74 2;! 


•*4 7(=4 




4*4 7(24 




^.7. =1 



Se le x,,_^,, z, ; X,, rappre-sentano le coordinate di quattro punti, 

il determinante superiore rappresenta il volume della piramide avente i vertici degli 
angoli in quei quattro punii. 

3.° ProprSelÀ generali ai determinanti. 

Dalla legge di formazione di un determinante risulta che II valore ed II segno 
del medesimo non si alterano , se le linee c le colonne di esso diventeranno ordi- 
natamente colonne e linee. Goè sussisterà identicamente la equazione : 



“..1 «... ■ 


«... 






«... 


«... 


• «... 


- 


**1.1 * * 


• «... 


«... «.„ ■■ 


•• «... 




«... «... ■ • 


• ■ «... 



Cosi è evidente che scambiandosi fra loro due linee o due colonne di un dc- 
terminanle , cambiano I segni del termini del valore algebrico del medesimo , giac- 
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chi in ciascuno di esd avviene peromlaiione nei primi indici di due elementi, ma 
ne rimane costante il valore, per il che « avrà : 





■ ■■ ■ 


• a, «... 




«... ■ 


•■ «.. 








« «... 


— 


«... • 


..a. 


• «... 




a.,, ■ ■ ■ 


•«. «... 




«... ■ 


. . a. 




Se quindi gli indici r, s 


fossero eguali fra loro 


si avrebbe : 


1 


• «.,r ■ 


■ «. 


,r • • • 


«... 






^•.1 • ■ ■ 


• «, 


■ ■ ■ 


«... 


*=o 


1 




... a 


' f. . ■ 







doi se due lince o due colonne di un determinante diventano identiche il determi- 
nante i nullo. Ed il determinante sarà anche eguale a zero quando gli elementi di 
una linea o di una colonna del medesima sieno nulli. 

Se gli elementi di una linea o di una colonna di un determinante contengono 
un fattore comune, esso comparirà in ciascuno dei prodotti componenti il valore 
.algebrico, e quindi si potrà raccogliere come fattore comune a lutti quei termini: 
per cui si avrà : 



“«... 


«... 








«... • 


«... 














V 




«... • 






«.. 


«... • 


• «... 


««.. 


«... 


«a.,. 




«.. 


«... 


«... 



Analogamente si potranno moltiplicare gli clementi di una linea o di una co- 
lonna per un medesimo làtlorc , purché questo si ponga a divisare del determinante. 

Se gli elementi di una linea o di una colonna di un determinante risulteranno 
dalla somma di due o più quantità ; esso sarà eguale alla somma di tanti deter- 
minanti quante sono quelle quantità; c si avrà per esempio: 
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Osserviamo clic se le a, ...a, fossero ordinatamenic egnall agli elementi di 
im’ altra colonna o ne differissero di un fattore costante il secondo determinante 
del secondo mcmliro sarebbe nullo. 

ilicmpj. I 



Olii 

I o z'y 


I 


o X y a 

X o xyz^ ^y’^ 




0 X z 
X o z ^ 


1 z’ o X* 


x'fz' 


y xja' 0 ac^a 




/ Z 0 X 


1 y' x‘ o 




a jy-’a x^yz o 




ZJ' X 0 



^ X , y , z rajiprescnlano le lunghezze dei lati di un triangolo questo deter- 
minante rappresenta iG volte il quadrato dell' area del medesimo. 

E evidente la identità dei due determinanti : 



\ s. 

f. 



jl o o o 
IO S, i, s, 

■f, 

If, s, s, S( 



Se supponiamo essere s,, s, ... le somme delle potenze zero, prima . delle 
radici dell’ equazione : 



x’ + aa;* + ij: + c=o 



il determinante superiore eguagliato a zero è la condizione perchè questa equazione 
abbia due radici eguali. Infatti quel determinante per l’osservazione superiore .si può 
scrivere : 

Irti c [ 

o .r, s, + rti,+is, I 

s, s, + rts, s, + rts, + ijr, f , + rts, + ir, + fi, 
r, r, + or, r, + ar, + ir, r j + nr, + ir, + t'r J 



e quindi per le note relazioni fra i coefficienti e le somme delle potenze delle radici 
di una equazione si avrà ; 



I \ \ 



Irti c'i 

o 3 3rt 6 
3 2rt i O 
a ai 3c o. 
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(fh' 5<i’c - 2 "f’ + 1 8 ntc 



la quale espressione cguagluila a vero dà appunto la suddetta condizione. 
Considerando la equazione (i) o la più generale : 

nella quale P rappresenta il determinante primo membro della medesima (i), e si 
# posto per brcvil.à; 



"... 


"... • • 






"... 


"... 


‘ ^|,U1 ■ 


"... 










‘C.. 








"... 









le , . . . risultano evidentemente indipendenti dagli elementi n, ,, 

per cui si avranno le equazioni : 



</P 


iW 


tip 




d<',.$ 




,/P 


tip 


tip 

■ ■ + j — 


dP 


</P 


JP 



c quindi : 

( 3 ) 

làuppanciidu r, s disuguali fra loro , la espressione : 



</P <iP r/P 



rapprcicnlerà il determinante P allorquando si suppongano In esso sostituiti agli 
clementi ^ • • • > ordÌn»iaicnlc gli elementi . . . Ma sicconjc questi 
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(lue iillimi el(™^nll cosliluiscono una colonna del Jclerminanle P ; quella impres- 
sione rapprrsenirrà un drterminanlc a due colonne composte di riemcnii identici , 
e quindi sarà eguale a cero. Cioò si avranno le : 



r/P 


r/I> 


r/P 




* '‘"'r/rt,„ ■ 




r/P 


r/P 


dX* 






■ • + 

rw, ,, 



La espressione non contiene l'elemento , ne alcuno degli clementi die 

appartengono alla medesima linea od alla medesima colonna di esso nel detenoi- 
nante P^ ossia non contiene alcuno degli elementi che costituiscono la r esima linea 
c la sesima colonna di quel determinante. Ne segue che avranno luogo le equaaionis 



( 5 ) 



,rv 



,rv _ 

iltt'r^, da,,, da ,- ,, 



i/’P 

t o « 






Il (lotcìminanle — — ; dell* («-2) ordine sì ollicne dal dclcrminante P tra- 

^curando due linee c due colonne di quo.sl'ultimo^ cioè le lìnee rcsima cdr,c 5 Ìma^ 
e le colonne s esima od 5, esìma. Ora se nel delerminanlc P si scambiano (Va loro 
le due colonne s esima ed s, esima il dcteraiinanle slesso cambia di segno ed il de» 

.. ^/*P 

lemiinanlc : divcnla — : : ^ quindi si avrà in generale; 



(hr ,f 



dar 



(G) 



</*P 

dar,. tUlr 



(fp 



dar,, dar ,. 



Le espressioni 



,IV 

da, , 



r/P 



considerale come determinanti dell’ («- 1 )esinu> 



ordine d.inno luogo alle seguenti equazioni analoghe alle ( 3 ) : 



r/P 


rfP 




,rp 


(FP 




' r/a,_,r/a,_| 




’* da,_,da, ^ 


' " ‘^Or.,da,,. 


r/P 


rfP 




rfP 


rfP 




* da^^^da^ 


1 


■* da,„da,„ ' ■ 


’■* da, ,da, . 


r/P 


<rp 




fP 


ìFP 


A.. '''• 


• da,_.da. 


• t 


'* da, ,da, . 


' "■■■ da, .da, „ 
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nelle quali snpponìaino r, ej s cHITerenli fra loro. Sostilncndo qnesti valori nella 
seconda delle ( 3 ), ed osservando che per le ( 5 ), (G) si hanno le: 






,rp 



,FP 



da^ ' Jn, ' 

ePP <tP tl‘P J‘P 



«^r., <la,,,Ja,^^’ da,^da,^“ 
si oUiene la : 1 





rPP 


«... "... 


ffP 








"... "... 


da, ,da, ^ 


■ 

"... 



,FP 



da, . . da. 



( 8 ) 



p,v V 



OtfU 






nella quale le o si intendano assumere lutti i valori i, a, 3 .. 

Affatto analogamente, se si molliplicano le equazioni (7) per o, ,,a, a, „ 
supponendo s„ r differenti fra loro, e si sommano i risultati si ha : ' 



(9) o-2„2. 

Se nella equazione : 



^s^,u <J$,u 

\a$ 



<FP 



dar, u dai^r 



ePP 



, , dP ,PV 



tpp 



operiamo le permutazioni di Indiri indicate dalla (5) otteniamo la: 






<PP ,pp 

■ + ...+ n,,„ ■ 



dar,, da. ,. ’’^dar,.da.y dar.„da. „ 

Notiamo anche la seguente equazione analoga alle ( 4 ), c facilmente dimostrabile : 

d‘P (fp isp 

aar,,aar,, da,., .da.,, ■’ dar,.da, ,„ 

l'iteniitc le r,, s, dlffrrrmi fra loro. 
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La equazione (8) illmoslra come il dclerminanlc P dell' ennesimo ordine possa 
risultare dalla somma di prodotti di dclerminanli del secondo ordine per determi- 
nanti dell' («-a) ordine ; nello stesso modo potrelrbesi dimostrare che il determi- 
nante P si può ottenere dalla somma di prodotti dì delcrmioanli del terzo , 
quarto ecc. ordine, per determinanti del (n-3) esimo, esimo ecc. ordine; e 
si concepisce facilmente come in generale, supponendo che i simboli r,, r, . . . r», 
rappresentino numeri interi tali che : 

/•, ! r, 4- . . . 4 r« = n 

e ponendo per brevità ■. 





«.,1 














p, = 








, 1V = 






- • ^*3,r 












Or_4-,41 • 


• ,r 



si avrà : 

(i3) P=i±P., P. ..IV 

nella quale il simbolo 2 denota I' aggregato di prodotti analoghi all' esposta , i 
quali prodotti risultano di fattori che sono i determinanti formati da tutti i gruppi 
di r, colonne nelle r, prime lìnee , da tutti i gruppi di r, colonne nelle r, b'nee 
prossime alle prime r, c cosi di seguito; osservando che nessuna colonna e quindi 
nessuna lìnea deve essere impiegata due volte in un medesima prodotto. Il numero 
di questi prodotti sarà evidentemente : 

I a 3 .. n 

1 a 3 . . 1 a 3 . . . r, . . I a 3 . . r™ 



Dalle formole (3) (4) ottiensi facilmente il seguente gruppo di equazioni 



r/P 


,ÌV 


rfP 


i - 


' + rta,i , + . . 

’ 1 


’ <mn,t 


dP 


</p 

4 _ /f_ _ 4 . 


tfp 

X- tt > — 


^*1,7 “J 

dat^^ 


“ •♦3,3 1 “ • ' 


• T n/i,a — 
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d? 

—, — ' + 



dV 

dai,i^ 



+ a»,’, 



rfP 



da« 






,/P (/P dV 

(Ì\M —, + a-ìM , + . . . + fl«,n , = O 

diÌ\,M dilnt 

’ I ’ I ' » 



^ mokiplicliino queste equatìom ordinatamente per : 

tPV fP? (PI? 

ddr^i d(lr ft d(tr,t d(ìr^,‘i ddr^t d(Jf‘^,n 



e sì sofflmiao i nsullali, osservando alle equazioni (^), (i i), (f^)^ si giunge alia: 



dP dP dP dP _ iPP 

I ■ - — ■ ' - ■! — I ■ » ■ I- I « I' ■ " ' ' — 

dUf^t (^(Ìr,M dilf- ^ 



la quale appartiene ad una classe di forinole di cui si tratterà al §. 6.^ 



j4pplic(iiionc. 

Da,. ti sei punti in un piano determinare il luogo geometrico di un settimo punto 
pel quale abbia lungo la proprietà, che condotte da esso le sei r^te ai punti dati, 
il (ascio che ne risulta sìa in involuzione. 

Sicno x,y le coordinate delPulticno punto nominato ^ a:,, quelle 
degli altri punti. Immaginando le svi rette segate da una retta , che supporremo 
l' asse della X} e<l Indicando con a^^ ... le distanze dei punti dì intersezione 

dali^ origine, F involuzione del fascio Terrà rappresentata dalF equazione : 



( 1 5) (« -(II) (a -<it) (a5-a J + (a.-a J (ai-aj {<h-a) - o 

Ora si hanno facilmenle le : 



quindi : 



a = , a = , ecc. 

jrj' r,-y 



_ (r*-j ) - (jy (r.-j ) 
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la 

la quale espressione per la forinola (iij) riilucesi alla : 

I X j 
' 

‘ J*, ; . 

Sostilnendo questi Talari nell' equazione (i5) si ha quale equazione del luogo 
geometrico richiesto la : 



(rrr)(3rj) 



c X y 


\i X y 


1 ( X ^ 




i X y 




1 X y 




i X y 


1 }i 


1 Xi/, 


' r. 


+ 


' -r./. 




> Xi J-, 




< 


■ 


l' 


1 1 Xi /s 




■ X.7'. 




• X; /r 




1 Xc/6 



Questa equazione rappresenta evidentemente una linea del tmo ordine , e sic- 
come essa equazione viene soddisfatta ponendo . . . j"-/,, 7', ■ ■ ■ j la li- 

nea passerà per i sei punti dati. 

%. 4.° Della rltsoluzionc delle equazioni algebriche lineari. 

Le formole trovate al §. 3.° sono di molto uso nella risoluzione delle equa- 
zioni algebriche lineari. Considerando il sistema di equazioni ; 

+ "..i'*'. + •••■ + = 



si otterrà il valore di una qualunque delle incognite , .r, . . . . j’,; per esempio 

della n:, , moltiplicando le eeiuazioni medesime ordinatamente per , — — . , . 

e sommando le equazioni risultanti. Infatti in questa somma tutti i coellieienti delle 
incognite meno quello della x, saranno eguali a zero essendo questi cornicienti 
espre.ssioni analoghe al primo membro della prima delle (4) , ed il coeOìciente della 
X, sarà eguale a P per la prima delle (3) ; quindi si avrà : 



Px, = + .... + 
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nella quale il simbolo a,_, rappresenta il (lelcrminanle (a). In questo mudo si ot- 
teiTà il gruppo di equazioni : 

l’x, = + u,a„, + + 

(17) P.*-, = + 



Pjf, - + . . + 

le quali danno i richiesti valori delle incognite. E da notarsi che il determinante P 
è denominatore comune a tutti questi valori, la quale proprietà avvertita la prim.v 
volta da Cramer può dirsi essere stata I’ origine delle ricerche dei geometri in 
questa parte d' analisi. 

Analogamente considerando il sistema di eipiazioni : 






( il qual sistema viene denominato da alcuni autori sistema derivato del (iti)), 
si avranno le : 

P=. = + + 



P*. = ‘'■“..I + I + • ■ + 



E importante l'osservare che le incognite dei due sistemi (iti) (iS), sono le- 
g.vte da una equazione la quale à ottiene moltiplicando queste ultime equazioni or- 
- diiiatamenle per «, ...u, e sommando i risultati avendo riguardo alle (17) ; 
oppure moltiplicando le (17) ordinatamente per o,, n, ... 0. e sommando i risult.ati 
osservando a queste ultime. Nell' uno 0 nell' altro modo si arriva alla : 

('9) + ■ ■ • + + • • . + 

Le equazioni (17) sussistono qualunque siano le u, , n, , . . . . <1, , se quindi 
queste quantità saranno tutte eguali a zero, e non lo possano essere le ar, , ar, . . . 
dovrà essere ! 

P » o 
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X, ..X, 



per cui qucsla equazione h il risultato delP eliminazione delle incognite x, y 
dal gruppo di equazioni : 

rt,^,x, + + ....+ rt,.,x, * o 

(30) 



come anche è il risultato delPeliminazione delle iucognite z^ - . . z„ dal gruppo (i8) 
allorquando si suppongano v', o. 

Se stipponiamo : 

le equazioni ( 1 ^) danno le seguenti : 

Pjr, = -x.(<i.,.a,„ + + + 



P-r, — x.{(i, . . .+a., 

dalle quali : 



(31) 


"... 


"... 


X 


. : X. : X. 

"i.« "... • 


"... 


■■ -r. = 


**i.i • 


■ "... 


"... 


"... 


"... 




"... "... 


"... 




«... «... 


■ «..■ 


"... 


"... 


. . . 
"... 


: ± 




^m.% - ■ 


"... 




"... "... • 


•««,. 



Queste proporzioni danno ì valori dei rapporti fra le /> + 1 incognite compo* 
nenti le n equazioni : 





«!.♦«*• ■** «1, 


, X, + . . 


■ + = o 


(33) 




,x. + . . 


+ “,..x.= o 






,x. + . . 


. . + ri,,«X. = q 
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X y 

Indicaado con ~ 5 , coordinale di un punto qualunque di un piano , l'e- 
qiiarione di una conica situata in quel piano sarà : 

9 = ax" + by + cj' + + 3/xz + a/tx/ « o 

AlBnchè la retta rappresentata dall’ equazione : 

Ix-^my *nz^o 

sia tangente a quella conica, debbono essere soddisfatte le equazioni : 



ax,*hy,+fi,- ~ 1 = 0 

Ax, + fy.+ei,-ÌOT=o 

/x, + g-,+cj,-in-o 
/x,+m^', + tjz, =0 

nelle quali x, , z, sono le coordinate del punto di contatto. Quindi la condi- 
zione a verificarsi perchè quella retta sia tangente la conica sarà : 



(a3) 



ah fi 
h b e m 
f e c n 
l m n o 



Immaginando una seconda retta : 



/,x + m,/ + /i,z = 0 

la condizione perchè essa pure sia tangente alla conica sarà 



(^4) 



(i A / /, 
h b e 
1/ e c n, 
/, m, n. 0 



Per trovare le coordinate dei ponti di contatto osserviamo che posto : 
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ah fi l, 
k b e m 
f e c n n, 
l m n o o 
/, m, r$j 0 o 



til avfndo riguardo alle (a3), (a^) si hanno le equazioni seguenti ; 



1 


</A 


e/A 


e/A 


/ 


e//. 


+ /7J *5 — + il 

dm^ 


e/e/j 




e/A 




e/A 


ft 




efoT, f 


e/ei, 


/. 


e/A 


e/A 


e/A 


n 




+ y . * + c 
dm^ 


e/ei, 




e/A 


ds 


e/A 


t 




+ e ^ + c 
(ùn^ 


</ei 

1 




e/A 


dS dA 




espressioni 


fi. 





+ »iH-o 



spello agli clementi /, , m, , n, che costituiscono 1' ultima tinca , od a quelli die 
roslitniscono P ultima colonna ed : 



li m± 



la /i/l 
fi b e m 
^/e c li 
I ‘x ”t ° 



Quindi le coordinale del punto dì contatto delle prime rette colla conica Ter- 
ranno date dai rapporti : 

(/A </A 

* 7 1 • 

I ■ I 

ed analogamente per le coordinale del punto di contatto della secondo retta colla 
conica si avranno le : 

e/ A (/ A d A 
' “* di ’ dm ' da 

Uammenlando che : 



d\ f/A e/A rfA cfA 

dm dn, dm, dn " dmììa, 
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(/A </A dà (/A d'S 
dn di, dn,, di “ ^ ibi di, 

d^ d\ dùi db, tP b 

di dm, di, dm “ di dm, 

Ifi equazione della reità corda di contatto sarà : 



tPb (P\ iPb 
"dm dn, cbidl, ^ * di dm, “ 

ossia indicando con x,, y,, z, le coordinale del punto d’ incontro delle due rette 
tangenti : 

(a5) (itx. + A/.+yzJx +(Ax.+ A/.+ei,)/ i (/j-. + c^, + «J- = o 

od anche : 






o 



La retta rappresentata da questa equazione chiamasi la pulare del punto di 
coordinate x, , il quale si chiama polo. 

Immaginando due altre rette rappresentate dalle equazioni : 



(26) 



Lr + ;y +a3«o 
X,x+u^1-a,z=o 



c supposte queste rette tangenti alla conica , 1’ equazione della polare del punto 
comune intersezione di quelle rette sarh : 



a A / j 


h b e 




f e c 


X fi a 1 X + 


X yt. V 


r + 


X ft V 


\ P, 1 


\ f*. 




\ p, 



Si indichino con X, Y, Z le coordinale del punto d' incontro delle due polarìj 
c con x,iy,, z, le coordinate della comune intersezione delle rette (a6)> ponendo 
per breviià : 

l)C-c'=\ , ac-J'-M ab-h'=C 

rj'-bc = l\, he-bJ=V A/-ac=E 

si avranno le : 

+ I'(x,p - Xjp.) = A X 

,=J + •»•.=.) + 

0 + C(-zVrX^ J- AZ 
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«ss«nda k una quantità indelrrminata. Da queste equazioni ponendo : 



A II F 
Ri. H B E 
F K C 

si ottengono le seguenti ; 

r.=.-r,^-|jx(BC-EO + Y(EF-nC)a-Z(HE-BF)j 

^ (EF-HQ + Y(AC - P) + Z(1IF - AE) I 

•>^sJ-.-^.r.= -K-}Y(HE-BF) ^ Y(IlF-AE) + Z(AB-IF)j 

Si osseni che indicando con S il determinante : 

ahf\ 

A 6 e I 

/ e c I 

si hanno le : 

BC-E'=nS, AC-P=iS, AB-II‘=cS 
EF-IlC=/iS IIE-BF=/S lIF-AE=eS 
R-S* (*) 

quindi sarà : 

=,x-z,ar.-|-(AX + i.Y + cZ) 

.^.r.-^,r.=|-C/x+eY+cZ) 

« 

Ora 1’ equazione della retta che passa pò due poli, ossia pei punti di coordi- 
nale x„y„ a, è la: 

Cr.=.-r.=> + - o 

quindi sostituendo i valori trovali si avrà per equazione di questa retta ; 

(<jX + A Y +yZ) X + (AX + AY + cZ);- + C/X + eY + cZ) : . o 

(*) Queste rdxtÌDttì terranno dimoslralc io gcnwalc ai 9* 
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La rctia rapprcsenlala da questa equazione cliiamasi la polare del punto di 
coordinate X , Y , Z ; ed i due sistemi composti , T uno del punto di coordinate 
X, , a, e di quest’ ultima retta sulla quale esso è situato, e l’altro del punto 
di coordinate X, Y, Z e della retta (aS) sulla quale quest’ultimo punto è situato, 
si dicono poiari reciproci I’ uno dell’ altro. 

3.‘ Cliiamasi diicriininaiilc di una runziouc omogenea a due varialiìli il primo 
membro dell’ equazione risultante dall’ eliminazione delle variabili dalle equazioni che 
si ottengono eguagliando a zero le derivate parziali di primo ordine di ijuclla fiin- 
zionc rispetto a ciascuna delle variabili. Sia : 



rtx‘ + /{bxy + iìcx'j' + + c}-^ 



la funzione omogenea della quale si cerca il discriminante. Kguagliando a zero le 
derivate prime parziali di essa rispetto ad x ed y si Iranno le : 

<ix‘ + ’ihx’j' + 3cx_^'* + <//* - o 
bx' e 3cx*y + 3<lxjr‘ + e/* = o 

Per eliminare le variabili X, ^ da queste equazioni faremo uso di un metodo 
dovuto al Sig. Sylvester, c dal medesimo autore denominato metodo dialitico (*). 
Considerando le sd equazioni le quali si ottengono moltiplicando ciascuna delle su- 
periori per X* , X/ , è manifesto die ritenendo le sei quantità x*, x‘^, xy, 
xy , xj' , come le incognite ad eliminarsi si hanno sci equazioni analoghe 
alle (no), per coi il risultato dell’ eliminazione si ottiene eguagliando a zero il de- 
terminante dei coelTicienti. Per rendere evidente questa dichiarazione scriviamo quelle 
sei equazioni nel modo seguente : 

nx*+3ixy+3cxy+ </xy+ . + . =o 

. + ax|y + 36xy + 3cxy+ </x/‘+ . »o 
. + . + f(xy+3Zixy+3cxy+ry =o 

ix‘+ 3xxy+3dxy + exy+ . + . =0 
. + hx*/ + 3cxy+3(/xy+ cx/‘+ . =o 
. + . + tx-y + 3cxy+3rZry + <;y -o 



O PbìloK>|)bical Magatine. Juoc i84i* 




ao 

rd il risultalo dell' climinaziunc sarà : 

a ' 3 b 3 c d 0 0 

o a 36 3c (/ o 

o o a Zb ic d 

-= 0 

b Zc 3 d e 0 0 

o b Zc Zd oo 

1 o o b Zc Zd e , 

Il primo membro di questa equazione è il dlscnminaiile della funzione omoge- 
nea del quarto grado a due variabili. Il valore algebrico di questo discriminante 
venne dai Sig." Duole e Cayley posto sotto la semplióssima forma ; 

(ae- 4 hd+Zd'f- 2‘j(ace~ad‘-eb‘~c' + 2bdcf 

Dalle cose esposte risulta come in generale il discriminante di una funzione 
omogenea a due variabili del grado n, sia una funzione omogenea dei coefficienti 
del grado 3(;<-i). 

3.' Rappresenti u una funzione omogenea dell' erresimo grado delle n varia- 
bili 3T, , . . . a:„. Ponendo per brer ilà : 

du itti 

pel noto teorema di Eulero ù avranno le equazioni ; 





1 + ■ • 


. . + 


(r-i)«, = o 




1 + ' • 


• • + 


(r-i)«,«o 






• ■ + 


(r-i)u.-o 


JT, 


1 + . . 




m »o 


La eliminazione delle x, , : 


r, . . 


X, da queste (n+i) equazioni fornisce la 


! 


"... ■ 


• «... 




. i 


, "... 




» 0 




, "... 


• • • "m., 




1 "■ 




— ti 


i 
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dalla quale : 



"l.l 


"l.t 




















"... 


"... 


«... 




«... 


«... «. 


r 


«... 


«... 


«... 








± — li 














r^i 










«... 


«... «. 






«... 


«... 




«. 


. U, 0 











Ke rìsulla che per quei valori delle variahill x, , J:", . jr, pei quali è nullo 
il valore della funzione u sarà eguale a zero il valore del dcteroiinanlc : 



«... 


«, . 


«... 




«... 


«... 


«... 




«... 


«... 




, «, 


«. 


«. 


. u. 


u 



Se supponiamo n = 3 sarebbe nullo , per quei valori di x, , x, che soddisfano 
la equazione u (x, , x^ > o , il trinomio : 

u geometricamente se quella equazione si supponesse rappresentare una linea, sarebbe 
in ogni punto di essa infinito il raggio di curvatura cioè la equazione n(.r,, xJ=o 
rappresenterebbe un fascio di rette. 

Cosi la equazione u(x, , x,, xj^^^o rappresenta un cono. 

S.* illoUSplìcaxIone ed elevasione a poienaa 

dei deiermiaanii. ' 

Considerando due sistemi di equazioni della forma : 



«...3-, + a,,jc, + . 


■ ■ 1 «,.j^.-«, 


+ «...3-, + ■ 


■ • * «,..3^.“«. 






c... y. + '■...r. + • 




^.7. + c.,.y. + ■ 


+ <^.,.7.- 3-. 


‘'..-j', + '■...y. + 


• + C.a/a" 
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Se ila! medesimi si vogliono ricavare i valori di In funzione delle 

"ni"!.! -l • • i "li "i ■ ponno seguire due differenli vie. O si 

possono sostituire nel primo gruppo i valori di x, , x, . . . x, dati dal secondo grup- 
po, e risolvere le equazioni risultanti; oppure si ponno ricavare dal primo gruppo 
i valori di X, , X, . . X, , e sostitnitlll nel secondo risolvere le equazioni che ne emer- 
gono. I valori che In anilieduc ipiesti metodi si ottengono per le do- 

vranno essere identici ; o nell’ equazione che risulta dall’ eguagliare i denominatori 
di quei valori Irova.si scritta la regola per la moltiplicazione dei determinanti. 

Pongasi nel primo sistema in luogo di x,,x, ...x. i valori dati dal secondo, 
e facendo per hrevith : 








• ■ + 




■ ■ +a,..c... = /i,,,. 






( 27 ) 






■ + 








• + 




■ + a... A,., 


»i ollcrrà il gruppo di equaz.ioni : 




/'i,i.7i + /'i.. J. + • 
+ ■ 


+ * 1 , 


+ 




e se da esso $1 ricaveranno i valori delle 
denominatore comune il delcrminanlc : 


Xi I 7't /. I valori avranno per 
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la quale è la formula ridiiesla pel prmlnUo dei determinaiili. Osservando alte equa- 
zioni (37) è manifeslo come gli elementi costituenti una medesima linea del deter- 
minante prodotto risultino dalle somme dei prodotti degli elementi di una linea del 
determinante P per gli elementi delle varie linee del fattore Q. È evidente che il 
determinante prodotto si potrà ottenere anche eseguendo, quelle moltiplicazioni degli 
elementi dei determinanti fattori, per colonne, o per linee e colonne; in questi casi 
la forma del determinante prodotto non sarà più quella dell' K; ma i valori alge- 
brici di quei determinanti saranno identici. 

Così per esempio il prodotto dei dcterininanli binar] : 



ab I a /3 

C d ^ ! y ^ 
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$\ pollò esprìmere nelle quattro differenti maniere che seguono : 

ax + hiS ayi-b^ Uui + Cy uac + //y njS + «a + tr/ + c$ 

ex + //j3 * j hx + d'f +• d^ ’ Cx + /// c^^d^ * ^ + d^ b-/ + d^ 

Se gli elementi del determinante P saranno ordinatamente identici agli eleioruli 
del determinante Q P equazione (3o) darò : 

R- F* 

c gli elementi del determinante R verranno forniti dalle equazioni : 

+ • ■ • + = I‘r,r 

iifllc quali le r, s ponno assumere ! valori i , 3, ... n. 

£ ioiporlanle l’osservare che nel dclcrinioanlc , quadralo di un drtcrminaiile 
qualunque, gli elementi conjiigali sono identici fra loro. 

ÀppUcazioni. i .* 

La equazione del terzo grado la quale incontrasi in Geomeiria allorquando va-‘ 
gliansi determinare gli assi principali di una snpeiricie del secondo ordine, in Mec- 
canica nella ricerca degli assi dei momenti d’ Inerzia principali di un corpo, delie 
forze principali d’ elaslicltì o degli assi dell’ elissnide d’ elasticità ecc. può scriversi 
sotto la forma di determinante nel modo seguente : 

a-X y /3 

./’(-'■) = y b-X a - o 

^ X c-X 

Le radici di questa equazione sono reali Questa proposizione già dimostrala 
da Caucliy, da Kummer, da Borchardt, da Jacobi lo venne rccrnicmrnic dal Si- 
gnor Sylvesler (*) con molla semplicità ed eleganza fondandosi sulla regala per la 
moltiplicazione dei determinanti. 

O Pbiloin{ih:r..a! Uag-iiinr. iS^'i 
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Moltiplicando il primo membro di questa equazione pel determinante y(X) si 
Ila II determinante : 

A-X' F E 
F n-J.' D 
E D C- ).* 

essendosi posto per brevità : 

a* + i5'+/-A oj3 + y(a+è)-F 
i* + a* + /»B ay + j3(fl+c)»E 

c' + a* + j3*«C ^/ + *{t+c) = D 

quindi avremo : 

-/(l) ./{-X) - X« - LX‘ + MX*-N 

Osserviamo che ■ coe0icieDti L , M , N sono positivi giacchi si ha làcilmente : 
L = a* + i* + c“+ 3«’+ 2®'+ 2 / 

M- (at-y*)* + («c-/3')‘ + (tc-n*)* + 2 ((W-P/)' + 2(&/3-»/)' + 3(<7-a^)' 

o y (9 • 

N= y 6 « 

|3 a C 

Pongasi : 

<i» (!,+/<, b = b^+p , c = c^+p , X»X,+^ 

b espressione /(-X) diventa : 

7 P 

7 V^i * 

P « c,-X, 

e la equazione f (-à J • ;(X,) = o sarà della forma : 

X,«-L.X.* + M.X.*-N.= o 

nella quale i coeiTkimti L, , M, , N, sono positivi. Quindi per la regola di Carte- 
sio nessuno dei valori di X,' potrà essere negativo , cioè non potrà essere (X-p]‘ 
eguale a - , e quindi non può essere X ^ y/- 1 , Ne deriva che le radici del- 

1’ equazione /[-X) = o sono esenzialmente reali. 

4 
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O^so^^iamo cìie questa dimoslrazlone, come qticìlc dovute ai Slg/‘ JacoLi e Bor- 
rhardt, si estende all' equaiìone della medesima forma dell' ennesimo grado^ il che 
vedremo in seguilo. 

a.* Sieno , |5, , y, ; a, > V,i (3,, •/, i coseni degli angoli die Ire 
rette condotte da un mcdcsioio punto formano con tre assi ortogonali; ed w,, «, 
gli angoli che quelle rette comprendono fra loro. Si avranno le noie rela7.ìonì : 



e 



quindi : 



(3.) 



+ +•/,’= I «,*,+(3,^, + 7 ,y, = i:os», 

«.* + iV +'/'•' ».*, + ^ A + yy, = cos 

< + A* +/.'=* “A + /3A, + •/,/, = cos w, 



/3, •/, 


■ 


1 cos u, 


cos Ctf, 


\ /3. y. 


- 


COSOlj I 


co& u, 


A y. 




COSW^ COSWj 


1 



Ora è nolo die indic.'indo con b, c \ coseni degli angoli che la perpendi' 
colare al piano determinato da due rette p. e. la seconda c la terza fa cogli assi 
ortogonali si hanno le : 



e che : 






6=± 



scnWj 



c*± 



sen6>. 



rt «, + * sen 6>, . scn 0 ^ = .sen . scn 5, 



essendo , 0^ y 0^ gli angoli diedri compresi dai [nani di cui le comuni interso 
zioni sono le rette prima , seconda e terza. Sostituendo questi valori nell* equa* 
zlone (3i) si avrà : 



«en(u^.scnct>^.sen 5,* scnw,.senw,.seii5, i-cos*w^-cos*Wj-cos*«,+ 3casw,cos«,cos w,) 



3.* Mediante la moltiplicazione dei determinanti si ponno ottenere alcune trasfor* 
uiazioni di determinanti , le quali sono utili in molle licerchc. Daremo due esempj 
di simili trasformazioni. 

Se il determinante P viene moltiplicalo pel determinante : 







» 


- . o 






"l,. 


. . o 


*. 


0 




. . . o 




0 


o 


-a.., 
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c supponiamo le iuilelcrminalc 



\ soddisfare le n e<piar.iont : 






4 4 ... 4 “O 

il dclcrminante prodotto sarà : 



















1 = 































Ora osservando che : 

SI civrà ; 

L’ utilità di questa formola venne già provata dal Sig. Ilcrmite (*) in una ri- 
cerca nella teorica dn numeri. 

Come un caso particolare di essa si ha la equazione : 



1 


, Zi- 


r,-r. 




' « b 


a b 






^.-^5 r.-r, 


m 


ab 


a b 




1 ■ Zi 


1 


1 a b 



il .secondo membro della quale, supponendo che le X, , X,, J',!, x,, /, rap- 

piescntino coordinate di punti situati sull’ disse di cui i semiassi sono a , b r 



aualc a ±— 

® ab 



essendo A I’ arca del triangolo avenle i vertici degli angoli in 



quei tre punti. Ora se con ^ > fi j v si indicano le lunghezze dei lati del trian> 
gulO| c con lytn^n i semidiamelri delP disse nspeUivaaiente paralleli a quei lalj^ 
quadrando V equazione superiore sì ha : 



O Jotirn;il cU.- Liouvtllr. T.* 
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<ì;tlla quale ; 



e ’ a P n'ì 
i_U' V /\ ^ 

a \Hi* ^ ny n* 

k/\‘ "/\^ "' 



4A* 

a-e* 




Quale secondo esempio di trasformazione di determinami dimostreremo un teo- 
rema enunciato dal Sig. Sylrester (*) c del quale il medesimo autore fece varie 
applicazioni geomel lidie. 

Teorema. Il valore del determinante ; 





".,1 o.,. 


«... ' 


(3a) A » 


«... "... 


«... • 




■ • »... ' 






1 1 . . 


I 0 


è eguale a quello del determinante ; 








• • K. ‘ 


! 

Il- 


^t.l ■^»,1 


■ K. ■ 


' ^"%t ^*1 1 ■ 


A... I 



1 1 1 ... I 

nel quale : 

A,,, = Ur,,+Ar + ^'. 

essendo /i, , . 5 Ar, , A, . . due serie di quantità affatto arlrilrarie. 

Infatti d moltiplidii il detenninante (3a) pel seguente : 



I I o . . . . o A", 

I o I .... o A', 



I o o . . . . i A. 
00.01 



0) Pbilotojihical Migaiioe. i823. 
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cd escgaendo la molllplicauone per liaee si lia : 



± A < 



+ + ' 






Si moltiplichi questo risultato pel determinante : 



I o 
o I 



. . o o 

. . o o 



A, h, ... . h, I 

rsegnendo il prodotto per colonne si avrà : 






come si doveva dimostrare. 



A»H 



La equazione : 

PQ-R 

derivata ordinatamente rispetto ad a,_, a,,, . . . n,_, , avendo riguardo alle (%•}) 
d.v origine alle equazioni seguenti : 



rfp 


</R 










<iP 


</R 


rfR 


«la,.. 


dhr„ 


'•.i 


JP 


</R 


rfR 


du 









+ 



r/R 



c... 



Si moltiplichino qneste equazioni per 
sultati si ha : 










e sommando 



( 33 ) 



^ ^ ^ dV d(j </R 

‘*‘/a ‘/‘V. 



ri- 
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essendo lo espressione : 



r/Q ,/Q ,/Q 



per quanto si è dimostrato al §. 3.°, eguale a acro od a Q secondo che i siinhuli 
r , s hanno r aion differenti od uguali. 

Se gli clementi del delcrmiiiante P sono rispettivamente identici a quelli del 
determinante Q , la forinola (33) dh : 

(34) ^ +‘iL j!L. = 

da, , da,,^ da,^,, da,^ da,,, ita,,, dh,,. 



dalla quale supponendo r=s si ha : 



/,/P\' /dvy /r/PV '/'* 



Esempio 



È evidfnlc mcdianic la derivazione si panno ottenere altre relazioni fia i 
deteroMOanll P, Q, fra queste notiamo le due segneniì. Sì derivi U equazione: 

rispetto a f,. ; e la eqnarionc : 



</P </R 



—, + 'Tt — + • • ■ + — c„,. 



si derivi rispetto a Cr ^ ; sottraendo I risultati si ha : 



,3-) ÌL J9- »/P . V 

^ '* da,,, dcr,,,, dar,,, de,,,, “ ” 



an,,, «1.^ 

Cr,, dll, ,r dhu,r 



nella quale le u , v si Intendono assumere tutti I valuri i , 3, ... ii. 



Digitized by Google 




3i 

Derivando la (36) rispclto ad 5 ^ rammenlando le rquaaioni (3) ( 6 ) si lia : 
(38) 



Q 

da,,, dar ,i 



Cu.t 



,/’U_ 

dìlr^v dllr^fU 



Se supponiamo che gli elemenli del determinante P sieno rispettivamente iden- 
tici a quelli del determinante Q si ha /iu,r - /ir ,u > c quindi dal confronto delle 
due equazioni ( 37 ), (38) si ha la (i4) trovala al §. 3.° 

Consideriamo i seguenti due sistemi di equazioni : 



</P v/P dV „ 

dP dP dP „ 



r/P dP dP „ 

+ C«. ® H, 



' i/a,. 



rii. 



r/Q r/Q 

dQ dQ 



rfQ e- 

+ ‘’rj. —, = h.,, 

r/Q K 



</Q dQ 



dQ 



Moltiplicando le equazioni del primo sistema ordinatamente per . . ìLjl. 



sommando i risultati si ha : 



-1.1 "'SI 



^ dP „ dQ „ dQ „ dQ 

da, . de , , de., de , . 



cfl analogamente : 



n </Q^ _ t/Q 



^ .. <‘Q .. ‘IQ .. '/Q 

^ de... * dc^. + • ■ ■ + j 
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Qilfste ultime equazioni moltiplicate ordlnalamente per a,, . . . c som- 
male avendo riguardo al secondo sistema danno la : 

(3g) PQ = H„.K,„ + H,,K,, + ...+II,„K,, 

e moltiplicate per n, , a,^ . . . e sommale danno la : 

o-H„. K„ + H,,K„.+ ...+H,„ K,, 

Le H, ,, U, , . . . K, ,, . .. sono evidentemente determinanti dell’ennesimo ordine. 

jippUcazioni. 



i.‘ Si immagini un tetraedro riferita a tre assi ortogonali aventi 1’ origine nel 
centro di gravità di una delle faccie. Si chiamino a, b, c le aree delle altre tre 
facciej /3|, a,, j3,, y,; j3,, i coseni degli angoli che le perpendicolari con- 

dotte dall’ or'tgine ai piani di queste faccie iòrmano coi semiassi delle coordinate 
positive ; *, } a, le coordinate dei centri di gravità delle 

faccie medesime ^ o il volume del tetraedro. 

Per un noto teorema dovuto al Sig. Cauchy si hanno le nove equazioni ; 



aat,x, + &z/r,+c«^-,=t' + + rt»,:, + 6«,z, + c*,:,= o 

<4o) fl/3,j:, + //;3,x, + r/3,ar,-o n/3,y,+i;3j-, + c^,y,»o n^,z, + + c^,s, = o 

ay,r,-yb-/,y,^-cyj,~o <7.a.+ fr/,s,+ry.s,- v 

Ponendo : 





fl«, bx. 


co. 




et a X 
1 • » 


p - 




<■(3, 


abe 


iS, 


1 


<‘ A h. 


<7, 




■/. ■/. •/> 



si ha : 






X. X, X, 

j, 7, r. 



PQ = o’ 



Ora per una lòrmola conosciuta à ha : 




a 
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c se con u si indica il volume del tetraedro avente i vertici degli angoli triedri 
nei centri di gravita delle làccie del tetraedro dato si ha : 



per cui sarh : 



Q = 6u 

Dalle equazioni (3g) si hanno le : 

</R o r/R V 

^ R 



e/R 0 



B » H » Il *“■ 



posto R = -j- i quindi : 






e da questa : 



a he 

/ scn 0 

9 t’ 



indicando l la lunghezza di uno degli spigoli del secondo tetraedro , ed u 1’ an- 
golo diedro compreso dalie faccie di area b, c. Ma se con X si Ìndica la lunghezza 
dello spigolo opposto a quello comune intersezione di queste faocie si ha : 



dunque ; 



a bc 

""T Y«en“ 




a.‘ Posto : 



si hanno le ; 



PQ 



j > 

r.. 









. «■. 1 


p = 


> r. > 


Q = 


«. > I 








O. . f>,y 1 



y, s. 




7.1 =. 






k7. 


a, b, c. 


+ 


a, b, c. 






+ rt. 6, c. 


a, b, c. 




r, 




a, b, c. 


k. r, 



a, fc, t, 
a, /», c, 

5 
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H 





f, s. 




r. 








(I, A, c, 




r. 


K c. 


o = 


«. I>, 




K 


+ 


«. K 




r. 


+ 


fl. A, e-. 


K 




y, 








r. 2. 




a. A, c. 




r, =. 


U.y, 



X y X Y X Y 

Se le — , — si suppongono coordinate di un punto A , le — , ; — , — di 

=1 \ 
due punti B, C, e cost le — , — ... di altri tre punti a, b, c le equazioni su- 

pcriori equivalgono alle proprietì geometriche : 

ABC . ahc = ACrt . Bftc + \Cb . Bue + ACc . Bni 
o = ACn . Kbc + ACA . Anc+ .ACc . Kob 

r.ss<ndo ^ABC , abe tee. le aree dei triangoli ABC , oAc ecc. 



ÌK. G.° De<crniiiu>nti ad clonienli reeipriMti , o deteriuiiaaiiti 
di delorniinanti. 

Rappresentando con P il determinante : 





«.a 


; 


«M 






^«,1 


«■a 





e po.sto per lirevith ^ — ; chiamasi determinante ad ckmcnli reciproci cor- 

rispondente al determinante P il seguente : 



( 4 >) 



s = 



a . a a. 



«... ■ 



È nolo (§. 3.') che fra gli elementi del determinante P , e quelli del deter- 
minante S hanno lungo le relazioni : 
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35 



quindi molliplicando fra loro i delfrniinanti I’ , S si avrà : 



P.S. 



P 0 . . . o 
o P . o 



o o P 

dalla quale : 

(43) S = P--' 

Se nella seconda delle equazioni (4a) si pone i , a . . . n; si ottengono 
n equazioni dalle quali si ponno ricavare i valori di a,, , Trovasi 

facilaiente essere : 



I f/S 
a » — ^ 

- S c/a,. 



e quindi per la equazione (43) : 



( 44 ) 






</s 



Indicando con T, V i determinanti ad elementi reciproci corrispondenti ai de- 
terminanti Q , R (equazioni (a8 ) , (ag) ) si avranno le ; 



T. Q-* 

e quindi per I' equazione (3o) : 



V = R- 



V=»S.T 

cioè il prodotto dei determinanti ad elementi reciproci corrispondenti a due deter- 
minanti P, Q è eguale al determinanlc ad clementi reciproci corrispondente al de- 
terminante R prodotto dn due P , Q. 

j^/iplic(tzionc. 

Si considerino le equazioni (ao), c si indichino con a:,, tx,.,: . . . i valori 
dei rapporti x, :x, che si ricavano da n-r di quelle equazioni escludendo 

la r esima. Si avranno le: 
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Sosllluendo questi talori nel delcrmlnanle r 



si avrà : 







■ x^ 


A = ± 




J 









A = ±X.P"-' 



essendo X ana indelerminala. Se supponiamo i si ba : 



I 

— B a 

X 



Mediante qneste formole si ponno risolvere i due problemi ; i Trovare l’arca 
di un triangolo essendo date le equazioni dei lati. 3.° Trovare il volume di un 
tetraedro essendo date le equadoni delle faccie. 

Le equadoni (43), (44) < ('4) trovata al §. 3.° appartengono ad una se- 

rie di rcladoni sussistenti fra determinanti di dctcrminaall, le quali si deducono da 
due formole generali come ora veniamo a mostrare. 

Consideriamo i due gmj>pl di equazioni (16), (17), e scriviamo i>i qualsivo- 
gliano equadoni consecutive del primo di essi nel modo seguente : 

ftrji Xi + Xt+i + . . . + Xu ~ llr~ (<Zr, iJCi + . . . +<Tr,,— l Xt—t + Xa+t + . . • + (tr,aXn) 

dr^-ìjiXi+dt^+t,i+iXi^i^...+nr^i^Xu~Urt-t—(dr^lttX ,+nrvi.u+i^url+”'+nr+i,n'a^n) 

Xi + Xi-,-1 -e . . . 4-rtK,uXH = n.. — (*v^i X , + . . . + ■ x,—, v* Utr^u,-, Xm-h + ... + x«) 

essendo uas + i, vcr+i. 

Si Indicbi con P,.,« Il determinante : 



(frji I • • • ^r.M 

e ricavando dalle equadoni superiori il valore di x« si ba facilmente la i'<|uadane; 

(lP^,u dl\a dl\,u 

nXn=Urj +«. + 1-7 +. 

urli., u 



(43) P,,,x, +...V P,.,._,x._, + P..,.x„+...+P,, 
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Scriviamo ora 7? -r equazioni scelte opportanamentc fra quelle del ^oppo 
nel modo che segue : 

W| + . . . + Wki + . . . + ^n,\ t^n * PjCi •• (^f|l + . . .+ 

*1,9 + ■ . • + I + K*r|i Hv + . . . + *n,i Uft " PXa “ (*'",9 • “t" *t»— 1,9 



+...+ Ur-i + Wv.+,..+ W/i» Px<— I “ {*r,«— t J 

+ . , . + *r^i,ut^r^-i + sCf.uE^»' + . . . * PXa - (a,-^u 7^ + . . . + a^*_I^u 7r*— i) 

+ .. . + «r-i,nt<r-l U^ + .. .+*«,„«„ * Px« - («r,™Wi- + . .. + 
e ricavando da queste Ìl valore di si ha : 



^46) Sr,«7ir 4 I 1 1 + . . . +S».^u 7/v" P^. 

posto : 



dSpM 

X. -, +..+X/-, , 

/**r,l dXy^t- 



àS,,u rfS.,u rfS.,„ 

+Xu -, +..+JT/I — 

ax,',u dx, 



/S..,A 



«1,1 


. . . */w|,t 




*1^+1, 1 


• *1,1 


»1,V 


• • ■ 




**•+1,9 . 


■ • *1,9 




• r • 


Xm,t- 


1 • 


• - «rt,i-l 


*I,U 


• • 


*I«,M 


**'+1,11 


■ - *H,tt 


«l./l 


• ■ *r— i,ri 


*«,n 


**'4-1,1 


• *Z»,/1 



Osvrviamo che i valor! di Xu ricavabili dalle equazioni (45) (4G) devono evi- 
tlentemenle coincidere , giacché mediante le equazioni ( 1 6 ) non si può esprimere che 
in una sola maniera il valore di Xu in funzione delle quantità Xi , . . , x,-i , 
Xun . . . Xn 5 «r , «(■+! , . . . m numero n. Quindi eguagliando i coelScicnti 
<!' “r+« (essendo a un numero qualunque fra quelli della serie o, i ... i) nei due 
suddelli valori di Xu si ottiene la equazione : 



„ rfS.,,, ilP^,u ,, ,, 



Da questa supponendo n«i si ha : 



( 47 ) 



dS,,u dP,^u _ p 

* i ~i — r y.u Oy u 



Digitized by Google 




3« 

e siccome ; 



sì avrh : 
c quindi : 

(48) 



-J * 1^1, I “j * i 

dxt,^ futt,^u 



P*$ir^.|,U4l P»»— l;to— > — P»»,U • S|»,i* 



Se in questa formola facciamo i si ottiene quella data dai Sig." Jacohi 

e Spolliswoode. 

È evidente che una seconda formola analoga alla ( 47 ) si potrà ottenere ese* 
giiendo la indicata operazione sopra i + 1 equazioni consecutive qnaUivogliano del 
gruppo ( 17 ) ) ed n~i equazioni scelte opportunamente fra quelle del gruppo ( 16 ). 
Si arriverà cosi alf equazione : 



(49) 

nrlla quale : 



</Sm,> JPu,, p g 

I . - 7 —— — » U t» OUf I 

U d(tu, V 





:«.,r . 


• • *u-i,r *«,r 1 


Sflt,,. * 


“>^I • 











y P«,IB 











- 


a,-,,, 


• • • ni_i,fw| 




m i,»»+i • 


• ■ 


o»,i 


• • • n«,r-i 


(fu,n 




• ■ (tn,n 


On,l 


• • • 1 


(t/ifm 


ff/tfi-t 


• fhi,n 



ed osservando essere : 



dì\. 



d»u, 



li,»» c _ P 

* '^U-!,»*-l ”5 * **>1,1 



dou » 



si a^Tà : 

(5o) P^,Su-.t^i._i Pu4€’,»’4tf “ Pu,v 

Se nella equa^nc (48) si pone j*o, e quindi ♦'«r, y essendo : 



si ha : 



» I Sr,,=S 

P^ ® Pr+c— i,#+c— t «8 



la quale comprende come caso particolare tanto la (43) , che si ottiene ponendo 
I y c^n‘y quanto la ( 44 ) Is quale si ottiene ponendo e*]. 
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Analogamente se nella equazione (So) ponesi i=o osservando che : 



(*) = t = P 

si Ila : 

' ■ Pi4c,r+c * S/+e- 1 ,T4c-i 

dalla qnale si ottiene la (i4) ponendo cs>a. 

jippUccaioni. i .( 

Si indichi con ; 

(Si) 

nella quale , una funzione quadratica ad n variabili. Os.seniamo die II 

determinante P è il disciiminante della funzione U ; cioè è il risultato della elimi- 
nazione delle x^, X, ... X, dalle equazioni : 

JU M JU 

= O -r— = O . . . ■ O 

c£r, tir, ax. 

La funzione quadratica ad n variabili : 

V «2,a.^z/+ 32 ,S,«,_,s, I, 



nella quale a,,, “-5 — chiamasi funzione reciproca della U. Vedesi facilmente che 
la funzione V può esprimersi sotto la forma di dclcrmioanlc nel seguente modo : 





«... ■ 


■ "c. 


"l 






■ 












s, 


^ • 


• • 


0 



e la rcciprucllè fra le funzioni U c V rendesi evidente considerando che per 
r equazione ( 4 .)) , la funzione U può porsi sotto la forma : 



0 La $UM$Uiuà delle equatiiooi * > ccc. proriuì facìlmcole ostcrrutdo le idcnlilà t 
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(53) 



4 « 



Supponiamo : 







«... • ■ «... -r. 

X, .r, , . . X, o 



:, = «,,x, + /j,„x,+ . . . +a„x. 
+ + ■ • • 

(SO 

!n questo raso ha luogo la equaùonc : 

(55) V = -P.U 



Per dimostrare questa pro^irietit rammentiamo (pag. 6 ) che se agli elementi 
dell' ultima colonna del determinante V si aggiungono ordinatamente quelli della 
penultima moltiplicati per - X, ; quelli della terzultima moltiplicati per - x.., , e 
così via, il valore del determinante mctlesimo non si altera : ma eseguendo questa 
operazione il determinante V osservale le equazioni (5i) (54) si trasrurma nel 
seguente : 





"... • 


• «... 


0 




«... 


■ «... 


0 




a 




0 ' 


I 


**«• 
*’« • 




0! 



e quindi ha luogo P equazione (55). 

. La equazione U • « , per n • 3 od n - 4 P^ù rappresentare una conica od una 
superficie del secondo ord'mc 5 ed in questi casi l’equazione V» 0 rappresenterehhe 
le rispettive polari reciproche. 

Le (ormole supenori sono di molto uso nella teorica delle polari reciproche ed 
in altre quistioni geometriche intorno le linee e le superfide del secondo ordine. 
Mediante la (5.5) possiamo risolvere il seguente problema : Data la equazione di 
una conica c le coordinate di un pimto stabilire un criterio per distuiguere quando 
il punto sia interno od esterno alla conica. 
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Siccome un punto clilamasi eaterno od interno ad una conica seconda clic da 
esso si possono condurre o no due tangenti reaG alla conica, cosi il criterio richie- 
sto si avrà dall’ essere reali od immaginarie le coordinate dei punti di intersezione 
della polare del punto colla conica. Ritenendo le denominazioni dcll’Applicazioae i.‘ 
dei §. 4-° trorasi làcilmenle che la condizione a vcrifirarsi alllnchi i rapporti X'.jtz 
delle coordinate della comune intersezione della conica e della polare 

del punto di coordinate J,,/,, z, sicno reali f la : 

a fi f x,j 

h b e 7, 

/ e C z, 

r. " I 

nella quale sì è posto : 

j-, = nx, + /i/,+yz, , 7, = /ij?,+ 67 . + ez, , z,=A. + 



ossìa osservando alla equazione (55) il criterio richiesto sarsH : 






a 11 f 
h b e 
f e c 



<0 



Quindi il punto sarà esterno od interno secando che quelle due espressioni avranno 
segni uguali o cootrarj. Notiamo clic la prima di esse annullasi quando il punto 
i situato sulla conica ; e la seconda quando la conica sia un sistema di due rette. 



3.' Ginsidero il determinante : 



"m 




"... 


*. =. 


' 

"m 

1 . . 








"... 


"... • 


■ "... 




flCj 


■ 




« p 


i . 




■ 2, 


■/ ì 



per la formola (i4) si avrà: 

ilxt/ì da. dì dp dy 



6 
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ossia ritenendo le denamlnasioni dell’ Applicatone i .* c supponendo a,, = a, ed 
o«/3»y = d = o si ha: 

(56) HP=VL-M* 



posto : 



L 




“w. 

». 


, M. 


"... "... 


■ “s. *. 




«1 a, . 


- «... «. 
O 




"... • 
», a. 





Sia A, , una quantità legata colla dalla equazione : 

+ »,«. 

ed iodico con P,, L,, V,, M,, II, i determinanti che si hanno ponendo nel determi- 
nanti P, L, V, M, H gli elementi A,, in luogo degli clementi a,^. Mediante il 
principio che il valore di un determinante non si altera aggiungendo ordinatamente 
agli elementi di una linea o di una colonna quelli di un* altra linea o di un’ altra 
colonna moltiplicati per una stessa quanUtà si dimostrano fàcilmente le equazioni : 

L L, M - M, , H = H, 

Ora osserviamo che il determinante V si può scrìvere nel modo seguente : 



V = 



e quindi aggiungendo : agli clementi della prima colonna quelli dell' ultima molti- 
pllcati per s, , agli elementi della seconda colonna quelli dell' ultima moltiplicati 
per a, e così di seguito ^ pel principio su esposto sì avrà : 

... A.,. A., z. ». I 



Kv A,,, 



A.. A^ 



o o 
O I 
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V = V, + II, = V, + II 

('asì il (Irirriumuilc l’ si può scrisrrr : 



«... 


«... 








«... 


«„ 


«.. 


a 


« 


«-,. 


«... • 








0 


0 


0 


1 





cd eseguendo I’ operatone indicala piò sopra si ha facilmenle : 

P-P, + L,-P, + L 

etesii valori di L e di H sosliluiti orti’ equazione ( 56 ) danno la : 

(57) M’-PV,-VP, 

Abbiamo denominata la V iiinzìone reciproca della TJ ; riidriitrmenlc la V, 
sarà funzione reciproca della funzione quadratica : 

U + (a,.r, + «,jr. + . . . 

Se snpponiamo n = 3 le eqnaz'ioni : 

U « o , U + («,x, + *,x,+ «,xj‘ ■ o 

rappresentano due coniche aventi doppio contatto , e le : 

V = o, V, = o 

suno le corrispondenti reciproche polari. Ora per I’ equazione (57) la V,^o può 
assumere la forma ; 

P,V + M' = o. 

il che mostra che le dite reciproche polari hanno pure doppio contatto e che la 
corda di contatto ò la retta rappresentata dall’ equazione : 

M = o 

Un analogo teorema ha luogo per le superfici del secondo ordine (*). 

O Crflle. Journal fùr die Mailieiiutik. Band. 3i. 
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%* T«* Delle proprietò éel delerntiiuinli minori* 

Chiamasi dctermìoante minore di un determmaote completo : 




il dctermìnanle clic si oUÌen« Irascurando un qualsivoglia numero di lìnee e di co- 
lonne del delermiiiante completo. L* ordine del determinante minore viene determi- 
nato dal numero delle linee e delle colonne che si trascurano: cosicché il determinante: 




è un determinante minore dell' m esimo ordine. Se gli elementi principali del deter- 
minante minore hanno ciascuno il primo c secondo indice identici , come ha luogo 
pel determinante (58); il determinante minore chiamasi principale. 

Per rappresentare questa specie di determìiianll mediante sìmboli , conslderianm 
i determinanti minori deir ordine ro esìmo del dclerDiìnaiUc P: e fatte le: 



//(«-i). . . («-w+i) 
1 . u . m 



conibìnailoni ad m ad m degli Indici J j a, scriviamole di seguilo secondo 

una determinala legge; per esempio Incom'indando da quella nella quale il prodotto 
degli indici è il [>iù piccolo, nelle altre che la seguono il medesimo prodotto vadi 
aiunentando. A queste combinarJonì così distribuite si faedano corrispondere i numeri: 

I , a , 3 , u 

Siriio r,s due fra questi numeri ; se nel determinanle P si sopprimono lutti 
gli elementi che hanno il loro primo indice compreso nella combiiiarlonc r , ed il 
loro secondo indice compreso nella combinazione s, gli clementi che rimangono for> 
mcranno un determinante minore dell’ ordine m. Indicheremo questo determinante 
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minore col simbolo (")Pr,< ) (juindi il simbolo C'*^Pr,r r.ipprcsenlrrà un (lelernnnanle 
minore principale dell' m esimo ordine. È evidente die il numero dei determinami 
minori dclTmesimo ordine eguaglierà in generale il quadrato del numero u, per cui 
mediante i determinanti medesimi si potrà formare il determinante : 



f»p.,. 


<->p.., . 


. <">P..U 


(")P,,. 


<">Ps,V . 




WP«,. 




. <" P«,u 



Questi determinanti di determinanti minori , considerati la prima volta dal Si- 
gnor Gaudi Y (*), vennero chiamati dal mededmo autore determinanti derivati del 
determinante P. 

Cliiamasi determinante di complemento del determinante minore ^"•'Pr.i il deter- 
minante minore dell' ordine {n-m) che si ottiene dal determinante P trascurando 
tutti gli elementi all’ eccetto di quelli che hanno il primo indice compreso nella 
combinazione r , ed il seconda indire compreso nella combinazione s. Questo de- 
terminante di complemento può indicarsi col simbolo C""*"'P_r,-« i ed il delermlnante 
di complemento del determinante (58) sarebbe : 















Affale 1 




»n,n 



posto n-m^v. Il determinante derivato dei determinanti di complemento dei de- 
terminanti costituenti il determinante (“)Su si potrà indicare con ; ed i de- 
terminanti si chiamano determinanti derivati di complemento. 

Rammentando la regola per la formazione dei determinanti esposta al §. 3.° 
(pag. io) si concepirà facilmente la sussistenza delle due equazioni : 

O9) '"'"’P-a.-e + + f"’P..,. - P 

WP,^, ("-» + WP,,, <'-"»P_,__^ + . . . + >'P„,, <■— >P_»,_r - O 

Se in queste equazioni poniamo r ed s eguali ad 1 , a , 3 . . « si hanno n' 

equazioni col mezzo delle quali applicando la regola della moltiplicaiione dei detrr- 
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minami si ha : 



(«)S„ (n-»)S„ = P“ 



La formola (43) si ouieoe da qucsla ponendo m - 1 . 

Osserviamo che per le fatte convenzioni riguardo ai simlioli dei determlnniili 
nainori I’ ecpiazione (36) prende la forma : 



COSI la (38) potrebbe scriversi : 



posto ( 



. n(ra-i) 



ed In generale la derivazione eseguita m volte sulla equazione : 



conduce evidentemente alla : 



PQ=R 



QWPr, . (")R^_, + . . + C")Rr.i, 

Se In questa poniamo s>i,a,3 . u si ottengono u equazioni le quali or- 

dinatamente moltiplicate per : 

. WQ,,„ 

e sommate avendo riguardo alle : 

+ '"'X).,, = Q 

)Q_r._a + . . . + = O 

danno la seguente : 

(6l) WPr., WQ,.. + + . . . + t")Pr^ = WRr,. 

La (33) si ottiene da questa ponendo m = i. Se supponiamo r^s ed identici 
gli elementi corrispondenti dd determinanti P , Q si avrà : 

(6a) (^->Pr,.)* + (<-)Pr, >)•+ . . . + (WPr, „)* - <->Rr,r 



Indicando con (*>Tu , (">Vu i determinanti derivad dei determinanti Q , R si 
avrà per la equazione (6i) : 

(-)S. «Tu = t~)V, 
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Col meno delle equazioni (Sg) ( 6 o) si potrà ottenere una equazione la quale 
comprenda come caso particolare la (3g). Seguendo il processo di calcolo adope- 
rato per giungere a quest’ ultima si ottiene faciloiente la : 

(63) PQ - A,,, K„, + H,., K,,, * . . . + K,,„ 

nella quale : 

H,,r - + . . . + WQr.u ^"""^P-u.-i 

K,,r- C"— JQ-r,-, WPi,. + <"-">Q-r,-J <“>Pj,. + . + Q-r,-u «"^P.,,. 

La formola di decomposizione (63) è dovuta al Sig. Sylvester (*). 
Applicazioni, i .* 



Rappresenti : 



U = Z, 



una funzione quadratica ad n variabili. Trasformando questa funzione in un' altra: 
V = 2,2, A,^z,r, 

mediante la sostituzione lineare : 






si ha come è noto : 

(64) A,,, - A,^ - c,Ji^ + c. Ji^ + . . + c„ A.,, 

essendo le . . date dalle equazioni ( 27 ). 

Supponiamo che la funzione U venga trasformata nella V, mediante una sosdtu- 
zione ortogonale, cioè che ì coelitcicnù della sostituzione soddisfino le equazioni : 

<, + c*. + . . . + c;„ = I 

+ . . . + = o 



O I*hitowf>liìciiI Msgaziue i85i. 
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È nolo che in questo caso la funuone V può ntlursi alta forma : 

' V « ^ \ ♦ • 

e che i coeflicienti sono le radici dell^ equazione dril'eimrslmo grado 
((55) /(-i)=| 



Questa equazione y incontrala la prima volta da Laplace nelle sne ricerche in- 
torno le ineguaglianze secolari dei pianeti y e che diede origine ai primi lavori 
del medesimo autore sui determinanti ^ ammette n radia reali come già provarono 
Borchardt e Jacobi (**)• Rammentando il modo col quale al §. 5.** venne dimc^ 
strala questa proprietà per la equazione del terzo grado della medesima forma , è 
chiaro che ponendo : 



e quindi : 






/(>•)/(->■)= 



K. K. 

Ki 






avremo dimoslraU la reallì delle radici dell'equazione (65) ; quando siasi provato 
essere positivi tutti i cocllìcieoti delle varie potenze di X nell’ equazione : 

(66) (->)-/(X)/(-X) = X--H„X- + H^X"-> . . H,X-±H. 

Ora il coeRìàentc dì X^"* risulta evidentemente dalla somma dei dclennìnanti 
minori principali dell’ m* ordine del determinante : 

• ■ • ^5.* 

Ki ! 



K. K 



O HUtoire de rAcadèoiie dr« SckiMrr». Aonée 

(**) Journal de LUniriUc Tome tz. — Jacobi. Malcmalucbe WerLe. Basd. i. 
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Indicando con «no qualunque di questi determinami minori principali 

e con P il determinante f{o)y ed osservando che fra il determinante ed i 

determinanti minori del determinante P sussiste la equaiione (6a), ne consegue che 
il coefficirntc Ilg, eguaglia la somma dei quadrati di tutti i determinanti minori deU 
r emmesimo ordine del determinante P. Quindi tutti i coefEcienti della (66) saranno 
positivi , c le radiò della (65) saranno reali. 



3 .* Ritenendo le denominarioni dell’Applicarione i si indichi con N il determinante: 



* 








A«. A^. 





Qualunque sia la sostitnaione lineare col mezzo della quale la funzione U si tras- 
forma nella V, fra i determinanti minori del determinante P ed I determinanti mi- 
nori del determinante N ha luogo una importante relazione che ora veniamo a sta- 
bilire. Osserviamo che per I’ equazione (64) essendo : 

N = QR 



abbiamo analogamente alla (6i) : 

^">Q-,I «"■’Ri,. + (">Rv + + <’”5Q^,I, '"^Hi.,1 - WN„,, 

e quindi ricavando dalla (6i) medesima i valori di : 

l")R.^ , t«)R,,, . . . t-)R„,. 

e sostituendoli In quest’ ultima si ha : 

= Z, C"XÌ,,r I <">Pr.. + WPr.s <")Qe,. + • • + ‘”’Pr,u <“)Q.,u 1 

la quale i la relazione accennata sopra. Se in questa equazione poniamo pss , e 
quindi s • 1 , 3 . . u otteniamo la ; 

2. - 2, 2, C-)Q.^ { (-)P,,, + t«)Pr,, t-)Q.,, + . . . + WPrn. ‘'”>Q.,« ) 

la quale supponendo : 

Q*.M 
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Irasformasi nella : 

= + ^'Pr,,WM,.,,+ . . . + <";P,.,„WM,.m) 

Quest’ ultima poteva ottenersi anche direttamente essendo PM = N- 

Se la sostituzione lineare per la quale la U trasformasi nelb V sarà ortogo- 
nale si hanno evidentemente le : 

e quindi : 
formola nota. 

3 .' Supponiamo che nelle due funzioni quadraticlie U , V sieno : 

"r,. = - /r,.-/,,. + 

(67) 

+ • ■ • + 7w,r7n,t 

in questo caso , quelle (unzioni sono eguali ira loro , cioè si ponno ridurre ad una 
medesima mediante una sostituzione lineare. Infatti indicando con 11 il determinante ; 

7i.i 7i.i ■ ■ ■ 

7|4 7|j ■ ■ • 7*." 

/•.I ' ■ 7l».i» 

per le (67) si avrà : 

P-N = ll‘ 

cioè i determinanti P , N , i quali si ottengono eseguendo il quadrato del deter- 
minante II per linee o per colonne , saranno eguali in valore ma di forma diife- 
reote. La eguaglianza delle due fuuzioni U , V sarà d'unostrata allorquando sar.h 
provato essere eguali fra loro i coeflicienti delle medesime potenze di X nelle due 
equazioni dell’ ennesimo grado : 





«c. ■ 








■ A„ 1 








■ 0 


^•.1 


A.^ 


"... 


«... ■ • 






A... A„. 


A.^.-X 



Osserviamo che il coefficiente di X" nella prima equazione è formato dalla som- 
ma dei determinanti minori principali dell’ emmesimo ordine del determinante P ; 
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ed il cociTicicnle di X** nella seconda equazione dalb somma dei determinanti mi- 
nori principali dell' emmesimo ordine del determinante N. E siccome si hanno le : 

c = (<" H,.,.)’ + + . . . + 

+ . . . + (WIL.,)’ 

sussisterà I’ equazione : 

5,C«)Ne.r 

cioè i due cocflicienti di X" nelle due equazioni superiori saranno identici. 

Esempio. Le elissoìdi rappresentate dalle due eqnaùoni : 



(<i,.r + fr,/" + c,z)‘ + (fl,x + bjf 


+ cfY + (ape + bj +cp)' - X-" 


(fl,x+ aj + a,z)' + (b,x + bj^ 


+ b,-)' + (c,x + + cp.y = 


sono eguali fra loro (*). 




4 .* Il sistema di equazioni algebriche lineari : 




■ + a„.x, - u. 


(68) + + • 






. . + a„ , X, w w* 


nel quale ra > s , viene denominato sistema sovrabbondatile , essendo composto di 
un numero di equazioni maggiore di quello necessario 'alla ricerca dei valori delle 
incognite. 

Supponiamo che le quantità u, , n, . . . u, sieno legate dalle s equazioni ; 






(<%) ‘'m". + + . 


+ C.4“. “ ‘’i 




. . + * V, 


t* sostituendo in queste per le y . 

otterranno le : 


. », medesime i valori dati dalle ( 63 ) si 



O Nouvflln Annali* Jc redige par M.* Ten{ueni. JuiUet i833. 
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+ /i,.,ar, + . , , + A,., a:, = w, 

(7“) + • + ^,,.2?,= v. 

+ A»,x, + . . . + A„or, = V. 

•supposto : 

("0 V‘^.,.+ = A, 

Dalle equazioni (70) si deducono le seguenti : 



Hx. 

Hx. 



<iH rfH dìi 

V. - 4* V — — + O • ■ — 

* é/A, j , 

r/Il dH 

V + O ■'■ ■■■ — 4- 4> a . 

'<K. ‘ 



„ dH dH f/H 

Hx, - V, — + u, +,. + «, ~- 

w.,. àh„ 



nelle quali H rappresenta il delerminanlc : 



K K. ■ 


K. 


K. ■ 


■K. 


K, K 


K 



e se in queste ultime si pongono in luogo di , e>, . s>, i valori dati dalle (69) 



essendo : 



» le : 




Hx, 


+ A,,. «. 


Hx. + A„«.+ 


. + A.,«, 


llx, = + A;,,k. + . . 


+ A,,, 


, e/H </ll 


- * +■ Ci^ 


osservi che per la (71) si ha : 





</H 

dhr^ 
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quindi : 



e sostituendo : 



c.i.= 



kr,r- 



dhr,i 

dni,r 

— 



„ «/H tm </H 

JIx. = U, - — + U, - — + . . . + M, 

(Ut.. da. . da.... 



{73) 



«ili rfH 



./Il 

da.. 



Il 

Hx, « u, - — + u, 
da... 



dH 

‘da.. 



+ II, 



£L 

i/“. . 



Il determinante 11 i un determinante minore prìnòpale dell’ (n-s)esimo ordine 
del determinante R (equazione a8); quindi rappresentandolo dietro le convenzioni 
del §. 7.* col simbolo si avrà analogamente alla (61) : 

II « = 2 , <"-'’Qu.r 

Quindi le equazioni (ya) assumeranno la forma : 



</Co-i)p 

X, 1. M, 2, J + . . + B. 2, 

ori. . 



d<’'-'>Pu,r 
da. . 



,|(o-j'jP ./("-‘'P,, r 

(73) X, 2, ("-*)Pu^('’-OQ„,,- U, 2, __ — + , + K. 2, 



da. 



X, 2, t»-')P„^("-')Q„,r- 









+ u, 2 ,(»-)Q„^ 



rf("-')P„,r 

da_. 



Osserviamo che il determinante ^"■'^Pii^ contiene solamente un numero s’ de- 
gli elementi costituenti il determinante P , e che i primi indici di quegli elementi 
npn ponno essere fra quelfi della combinazione u. Indicando con : 



flr ,1 


rtr,i 


Or 1 




•$ 


,1 


,a 


a,. ,2 










<ir,M 


Or ,, 
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il dolenninanlc , le equaàoni (^3) si Irasfonnano nelle : 



(;4) ^.2, c»-*5P„r<"-' Qu^= 2/'->Q^, +..+«, — — 

ì * j 






illtry 



+ . . . + Ur 



( /C-«>P^ 



essendo r, , r, . . r, numeri diflercnli fra loro ed apparlenenli alla serie i , a , 3 . ». 

Se ora da s fra le equazioni ( 68 ) si ricavano i valori di a:, , x, . . x, 5 
por esempio da quelle nelle quali le . », hanno gli indici r, , r, r, 

si hanno le: * 





(x,);—' )P„^=H,._ 


rile ,1 


ff('>-‘)P„,r 

+ Hr 

* U(ìr , 1 


(;5) 


(xJt'-OP„,^-Ur 




■ + «r —7 ^ 

* dn,‘ ,, 




(x,)C’-';P„,r-«r, 


da,- ,j 


<f<'’-'>P«,r 

+ «r — ; ^ 

' iiOr ^ 



essendo posle le x, , x, . fra parentesi perchè dedotte da un sistema sovr.il>- 
bondante. Dal confronto delle equazioni ( 74 ) (75) si ha quindi : 

>P»,r<"->Q o,,<X,) Z,("-«)P»,/"- X3.,,<X.) _ 

Z/"-<>P.^r(“")Qa.r ’ ” 2, «"-'>P«/- '"-'KJor 2, <'"*>P«,rt"-*)Qa^ 

c se i cocificlenti delle x, , x, nelle equazioni (68) fossero rispetlivaoienle iden- 
tici a quelli delle n, , nelle ( 69 ) si avrebbero le : 

. 2,((>-)P„,,)-(x,) 2,((-»)P^,y(x.) 2,((---P.,.y(x.) 



■ 2,((-.-)p„_,y ’ •' i,((«-«)P„.,.)' 



2,((»->PK,r)* 
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Un dclcroiinanle P gli clementi del quale soddisfano alla cquaeione : 



= o 

chiamasi determinante gobbo. E se quegli clementi oltre a questa condizione sod- 
disfano anche alla : 

“r,r = O 

il determinante gobbo si dice essere simmetrico. 

La considerazione dei determinanti gobbi simmetrici si fa precedere a quella 
del determinanti puramente gobbi giacché questi si ponno esprimere col mezzo dei 
primi. Per dimostrare questa proprietà osserviamo come in generale un determi- 
nante P qualunque sì può esprìmere col mezzo dì determinanti nei quali gli ele- 
menti principali sono nulli. Infatti indicando con P, il determinante nel quale si 
pongano eguali a zero gli elementi principali; e con un determinante mi- 

nore principale dell’ mesimo ordine del determinante P nel quale sìensì annullali gli 
clementi prindpali si ha ; 



(;6) P.P. + 2,n,^(C0P^.).+ 2A«»..«„.(<”P/,i).+ a.. 



Esempio. 



«. y, 

/s. y. 

7 , 



o /S, y. 

® y» 

“i « 







/. 

o 




+ *.< 3 .)', 



Ora se il determinante P è gobbo evidentemente i determinanti minori principali (WPij,)^ 
sono gobbi simmetrici e quindi ha luogo la proprietà dichiarata. 

I determinanti gobbi simmetrici si distinguono da ogni altra specie di delermi- 
n.-inli per le due seguenti proprietà particolari ad essi. 

i.‘ Ogni determinante simmetrico gobbo d’ ordine disparì é eguale a zero. 
Infatti osserviamo che Io sviluppo del determinante P supposto gobbo slmmetTieo 
e d’ ordine duparì conterrà i due termini : 
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1 • 


* 




...... 


■ ■ 


1 • 


* 


«... 






■ 


. . O 






















«.-M 


^#. 1.1 • 
















* 




«... ■ • 


• «.. r -1 




. . 0 



Ora se si moltiplicano gli elementi di ciascuna colonna di quest’ ultimo deter- 
minante per - 1 , osservando che le colonne medesime sono in numero dispari es- 
sendolo n ed avendo riguardo alla relazione n,_, + a,_, = o , quel secondo termine 
potrà scrìversi : 



0 


«S. • • 


• «r.l.. • • 


• «... 












...... 




“s. • ■ 


■ ^<-41.» • 


. . O 



e siccome quest’ ultimo determinante è identico al determinante del primo termine 
ed 0, , «r a,^ quei due termini si elidono. Quindi in quello sviluppo non ri- 
marranno che termini della forma : 






0 


«« 




«V 


«r-.,. 


«--M 


• 0 **''-|.»-4l ■ 


^r.un 




^^4l4 ■ 


«.*...-. “ 




«... 


«... . 


• 0.,,H 


O 
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ma <|ucal' ultimo determinante è simmetrico, gobbo e dcll'oi'dlne n- a dispari, quindi 
ogni determliiaiile simmetrico gobbo d’ ordine dispari sarà nullo quando lo sia il 
determinante simmetrico goblro del terrò ordine. Ora lo sviluppo di questo deler- 
minanle essendo ; 



‘ ».t M W 



la proprietà ha luogo in generale. 

3.‘ Un determinante gobbo simmetrico d’ ordine pari è un quadralo. Infatti 
lo sviluppo del determinante P conterrà I termini : 



j « «« ■ 

1 


■ ^*^-1 ■ 


«s. 




o 


«w 




«... 


“-.a "...a • 


O ar.ur„ 










« «.a.... 




*^''•1.» ^'*14 ■ 








^*•1.1 


^'.(4 ■ 










. . o 




«... 


"4 


«...-, «. ... 


O 



0 


«.a 






«... 




«...a 




1 ■ 






«.... 


«...e- 


1 • 


• «.„.. 


«... 


«.u 


«...- 


rt- e . 


0 



1 coeflleienll di a',, n,',, si poimo ordinatamente rapprc.senlarc me- 

diante le : 



,tv 



rfP </>P 

ila^ , ^ , i/u, , 



Ora per la formola (i.{) si linnnn le: 



(fV p ,tl' j/P ^ p rfP ,/P 

da^ ,da,^ da, , ila, , ’ da, ,da„, ila, , da, , ’ da,^da, , da,^, da, . 



essendo 



r/P 



= o 



porcile determinante gobbo simmeiriro d'ordine dispari. Queste 

8 
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rquaùnni osacn.indo alla : 



di’ dP 




che eaidenlc ha luogo per qualunque delcrminanlc simmetrico gobbo d’ordine pari, 
danno la : 



/ .VP Y iTP JP 

V 'i'.,. da,„ 



nella quale equazione trovasi appunto espressa la proprietà che il determinante 1’ 
ò un quadrato. 

Perciò lo sviluppo del determinante P potrà assumere la forma : 




0 più in generale : 



(77) 




nelle quali espressioni pongasi . a o. È ila notarsi clic 11 determinante 

— ; — è un quadralo essendo un determinante simmetrico gobbo dell’ordine «-a pari. 

ita,. 



Esempli}. Supponiamo : 



si avrà : 



ossìa : 



0 


"... 


«.a 


"s4 




O 




«..4 


"j,1 


"v. 


o 


«1.4 


"4.. 


"4., 


"4., 


u 



i 


O 0,^1 


1 

■ 


o rtjj 


« 

1 








“ li . 




4 <1. 1 




( ■■ 


r<4., o 


t 1 


«Ì4 ** 










Indicando con 11 la radice quadrata del determinante P , è importante il di- 
mostrare come questa quantità sia dotata di una proprietà analoga ad una delle 
principali dei determinanti. Derivando l’equazione P.= H' rispetto ad n,,, si ha: 
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nella quale si è tralasciato 11 coefricteDle i giacché nel primo membro la derivata 
di P rispetto ad a, , rappresenta il determinante delP n~t ordine il quale si de- 
duce dal P trascurando la sesima colonna e la resima linea) cioè non considerando 
essere mentre derivando la espressione algebrica II viene naturalmente 

a considerarsi quella eguaglianza. Quadrando V equazione superiore si ha : 



(78) 



ÌL-h — 

da, , da , , 



e siccome : 




Questo valore sostituito nella equazione (7^) dà : 



e 



quindi : 




la quale equazione contiene una proprietà della iunzionc II analoga ad una nota 
del determinanti. 

Ma la proprietà caratteristica di queste funzioni H consiste nel cambiare di se- 
gno che esse fanno al permutarsi di due indici. Supponiamo che nella funzione li 
vengano permutati gli indici r,s^ siccome in qua termini della funzione medesima 
nei quali trovasi V elemento a,, non vi sono altri elementi afietti da quegli indici^ 
denominando H, ciò che diventa la funzione H quando sì eseguisca la permutazione 
indicala si avrà : 

rfll f/H, 

da,, da,^ 

Ora eseguendo quella permutazione sul determinante P esso non cambia di va- 
lore f c sì riduce fàcilmente alla sua piimitiva forma , quindi per T equazione (78} 
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si avrà : 



dn:. 

e por coiisfguenta : 

II, - - Il 

È ctiJeiilc che «e si permuteranno due coppie di indici il sogno od il valore 
di H rimarrà inalterato. 



^Applicazione. 

Indicando con , q, - ■ q, t >i varialnli indipendenti in funzione delle (piali 
sieno date le coordinate dei ponti di un sistema in movimento , con T la semi- 
somma delle forze vive , c con p, ■, p, ■ ■ p, ordinatamente le espressioni : 

(/T j/T (^ 

dq; ’ ,lq; ilq: 



c nolo come le forinole per la variazione delle costanti arbilranr in causa di forze 
perturbatrici coDlengano espressioni analoghe alPuna od all'altra delle due seguenti: 






/[P. dq,\ 
(la, (la-t J 

il(\i (ia,\ 

d<ì, dpj 



nelle quali la r deve assumere i vaioli t j a . . 2/1 c le , a, a,, sono 2 n 
costanti arbitrarie introdotte dalla integrazione delle formolo del movimento. Il Si- 
gnor Caucliy ha dimostrato (*) che queste espressioni sono legale da 3/1 gruppi 
di equazioni della specie del seguente : 



( 79 ) 





+ . , 


■ ^ 




+ . . 






+ . . 


■ + «... 




+ . , 


• + 



B O 

B O 



B 1 



« O 
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ai ondo posto per bres ilìi: 

[di, «i] ” Ci,» («i, a,) » ai,, 

■Le espressioni a,, , o,,i verificano evidentemente le equazioni: 

quindi i due determinanti : 





“m 


«,.• ■ • 






C C 

*■ kl ''14 










«. e . 


Q = 




^«. 11 " 








" v .- 




^•-.1 ‘^•".1 





saranno determinanti gobbi simmetrici d’ ordine pari. 

Osserviamo che per le (79) ed analoghe fra i determinanti P , Q ha luogo 
la relazione : 

PQ - I 

e che dalle equazioni (79) medesime si ottiene : 

i dQ 



ossia ponendo Q = K' , essendo per 1 ’ equazione (78) : 



si eUterrà : 



dQ </K 




— 

‘tc,,. 



mediante la quale si hanno tutti i valori delle (a , , a,) in funzione delle [u, , n,]. 



La equazione (76) in causa delle due proprietà dimostrate pei determinanti 
gobbi simmetiàci , assume , supponendo P un determinante gobbo qualunque , una 
delle due forme : 

per n pari P = P, -t- 2, 2, a,, a,,, («P,, n, , a^, a,^ 

per n dispari P = 2 ,n,,(< 0 Pi,,), + .... + o^,a,., . . a... 
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Se gli elementi principli saranno tutti eguali all’ uniiSt queste ultime formule 
diventano : 

P - P. + 2,((’)P^i). + ....+ I 
P = J.(«P^). + 2.(®P.V).+ .. +i 

c siccome i determinanti gobbi simmetrici d’ordine pari P,j(<'^Pv), , (*’^Pi>), ecc. 
sono quadrati , il determinante P risulterà , tanto pel caso di n pari come per 
quello di n dispari , eguale ad una somma di quadrati. 

Esempi . Supponiamo n<=4 



1’ = «.,1 - «.^«..1 + "..i «J* + + «‘..t + "V, + <1 + «*si + • 



e per n = 3 



P“<. + «‘.a + «■«+• 



Si considerino i due 


gruppi di equazioni : 














(8o) + + . 














. + 



nei quali si suppongano : 

«„"t> “,a+“<,r=o 

e moltiplicando le equazioni del primo ordinatamente per le quantità : 
a sommando i risultati si avrà : 

(8i) + , . + + + . . + c,,«, 

essendo : 

(8a) Cr., + “►, Cra + ■ ■ + t’... = K 

Indicando con P il determinante gobbo formato cogli clementi u..., , c posto 
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,/P . 

a, , » — — SI suppongano essere : 

(83) Pc,„-2a^, , Pc,,,= 3«^, Pc„=2«,^-P . Pc„.= 2a„ 

si aiTanno evidentemente dalla equazione (8a) le : 

« I A,,* ^ * itf.» 

c quindi la (8l) trasformasi nella : 

rt,,j, + n^jr, + . . . + + <•,,«, + . , . + 

ossia osservando al secondo gruppo di equazioni (8o) si otterranno le seguenti ; 



Operando sul secondo gruppo di equazioni (8o) analogamente a quanto si è 
fatto pel primo si giungerli alle equazioni ; 





• + 






".-c„i',+c„i>.+ 


+ c.,. 



Dal confronto di questi due ultimi gruppi di equazioni risulta che i coefficienti t',., 

I • ■ n(»+i) ■ . . 

sono legati dalle — ^ equazioni : 



(84) 



•.'■ I.* *v^ M 

c* +c'„ + . . . + c'„= I 



ed essendo i coeOiclenti medesimi In numero ri' , un numero di essi sarà 

3 

arbitrario e si potranno determinare gli altri in funzione dei primi ; od an- 
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che si potranno determinare tutti quegli n* coelEcienli in funzione di ') quan- 

3 

lilà arlùtraric. I valori dei coefCcienti forniti dalle (83) soddisfano appunto a 

ipieste condizioni , mentre per essi saranno evidentemente verificate le equazioni (84) i 

)■ le quantità delle quali quel coefliclenti sono dati In funzione sono in nii- 

«(«- 1 
mero ■ - 
a 



Esempio. Sia : 

h = 

si avranno le nove equazioni : 
i+X’-p'-»* 

(85) h n, ■= 3(Xu+v) 

/ia,= 2(Xv-p) 



1 u -p 

- » I X 
P -X . 



i+X* + p*+»‘ 



h 6, - a()^-v) 
/iA,= i+p*-X’-v’ 
/i/i,= a(p»+X) 



/if,» a(Xi>ep) 
h c, « afpv-X) 
/tc,= 1 +v,-X*-p‘ 



e le quantità a, , n, . legate dalle sei equazioni : 



«,’ + h,' + f,‘ = I n,n,+6,4,+r,c, = o 

rt,’ + fc/ + c,* = i (i,n, + i,f>, + c',c, = o 

potranno rappresentare i nove coseni degli angoli che due terne di assi ortogonali 
romprendono fra loro. In questo caso le quantità arbitrarie X , p , v ponno assu- 
mere una rappresentazione geometrica come ha dimostrato il SIg. Rodriguez (*). 
Conviene osservare che nel caso In cui due assi di una delle due terne non 
• comprendessero fra loro un angolo retto , cioà fosse : 

a,n, + fr,A, + c.c. = u 

si potranno d^lerminarc i valori dei nove coseni in lunzionc delle tre quantità X, p, y 
e di w ^ giacché por sei fra questi coseni p. e. per a,, c, sì po- 



t*) Journal d« Liouvillr. T.* V. Le forniolc IroTatc «bl Sig. l\oHri|u«i non difTi'rtfeCono però eli* oHU 
formi «la qoellc date dalP Eulero e dal LrxclJ nel Tomo XX dei Nori OMorornlarii Acadrmìac Pctropo* 
litJMe. 1775. 
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Iranno rilencrc ì valori superiori 5 ed t valori dei Ire coseni rt, > veiranno 

dati in funzione delle X, v, &> col mezzo delle noie equazioni ; 

f della : 

n,* + 6,’+c,*- I . 

Àpplicazioni. i / 

Teorema. H determinante : 



p 

è eguale a aero quando n sia dispari , ed è eguale a 3 ' ~ per n pari. 
Infatti sostituendo nel determinante H prrc^,c,, ... i valori (83) si lia : 



H = 4- 



K -P « 

M M 

cr (X — P 

“ivt * • 



• «V.-P 



e moltiplicando quest’ ultimo determinante pel determinante P si ottime facilmente : 






o a,,. a,j . 
«» o «.o 

^■•1 ^".1 



«... 



Ora se n è dispari il determinante del secondo membro essendo gobbo sim- 
metrico d' ordine dispari sarà eguale a aero e quindi Hao , e se n è pari si 
P 

avrà H o a" ^ . 

Nel caso di n = 3 questo teorema comprende la dimostrazione di una proprietà 
enunciata dairEulero la quale ha luogo nel movimento di un corpo rigido ('j. Que- 



O Tbeorij mvioi corponia rìgttlonim. I 74 <*. QuftU pmprìr (4 verini diinoitrat.'i dal Piola col nàfiirn 
«Idle formoie dì Mot>^c in ana metnoria pubblicala uc-gU AUi della Socicl^ lUliana dcHr Scieme. 1839. 

0 



Digitized by Google 




Gtì 

sta proprietà consiste nel potersi sempre assegnare una retta passante per un punto 
arbitrario del Corpo (centro) , e moveiitcsi con esso , la direzione della quale sia 
alla fine di un tempo finito qualunque parallela a quella die essa già ebbe al 
principio del tempo. Indicando con X, f , z le coordinate di un punto del corpo 
rispetto a tre assi fissi nel medesimo , i coseni degli angoli die la retta passante 
per quel punto , e per il centro fanno al principio del tempo con tre assi fissi 
nello spazio sono : 

X y z 

V(ar‘+/+i*) V(-*^V‘+=‘) V(^+r'+"') 

ed i coseni degli angoli che la medesima retta farà alla fine di un tempo finita 
qualsivoglia con questi assi fissi saranno : 

n,x + by + c^z a,x + />, j' + cy 
\/{jc'+/*+c') \/(x’+7^+i’) 



e.ssendo a,, o, ■ nove coseni degli angoli ecc. Quindi pel parallelismo delle due 
direzioni di quella retta dovrebbero verificarsi le : 



x = rt,.r + fc,/ + c,i 
y = ay:-k-bjr + Cfi 
i-a,x + b, / + <•,: 

ossia dovrebbe essere : 



«-I /i, c, 

", b,-\ c, 
a, b, f-i 



u 



il clic appunto ha luogo pel teorema dimostralo. 

Stimiamo non inopportuno V aggiungere come si possono direltamenie trovare 
i valori geometrici delle indetcrmiiiate fx, ir* di cui si è dello più sopra. A ciò 
osserviamo che per le equazioni (85) si hanno le : 



+ Vfj a V 
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essendo k una indetenninata , rd x, X gli angoli che la retta, la quale nelle 
due posiiioni del corpo ha direaioni parallele , fa col tre assi fissi nel corpo. Se 
indichiamo con 6 I’ angolo diedro compreso dal plano che passa per la direzione 
di questa retta e da uno degli assi fissi nel corpo supposto il corpo nella prima 
posizione , e dal piano determinato dalle medesime rette quando II corpo ^ nella 
seconda posizione -, il quale angolo non varia qualunque sia l'asse che si consideri, 
si avranno per una nota formola le : 



dalle quali : 
c per le (8.)) : 



n,= sen'a cos5 + cos*x 
Z>,-sen*/3cos5 +cos'^ 
sen'j'cosS + cos*y 
«, + <>, + e,= I + acos5 

V + (i'+ v’= tang* 0 



In questo modo viene a determinarsi la k c si ottengono le ; 

i = lang 1 5.COS* , p = tang | S.cosjS , i/ = tang J ff.cos/ 

Osserviamo che il teorema meccanico dell’ Eulero corrisponde al geometrico se- 
guente: date due terne di assi ortogonali aventi origine comune si può determinare 
una retta passante per I’ origine intorno alla quale si può far ruotare una delle 
due terne in modo che gli assi della medesima vengano a coincidere cogli assi del- 
r altra. È evidente che in questo caso P angolo 5 ò la misura di questa rotazione. 

3.“ Supponendo che a,, ò,, c,; a,, ò,, c,; a, , ò,, c,; rappresentino i coseni de- 
gli angoli che tre assi ortogonali fissi in un corpo rigido in movimento compren- 
dono con Ire assi fissi nello spazio , Indicando con p, q , r le componenti dell.v 
velodiò angolare del corpo rispetto ai tre assi mobili si hanno come è nolo le : 

p = (t,'i^ + l>,ù; + c,c,' 
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nelle quali soslitueodo per a, , o, . . . i valori (85) si olirngono le seguenli : 



/ip ^ htj = 3(yX-vX'-it.') /ir = a(X'(i-Xf«’-»') 

dalle quali ; 



( 86 ) 

posto per brevità : 



y-^Urp-gv-p-Xm) 

fi'- ■f(py-rX-q-ian) 

e' C J (qX-pa-r- vm) 
Xp^■pq■^■y^•=■m 



Queste ultime equazioni ordinatamente moltiplicate per X, fi, y e sommale danno 
facilmente la ; 

/t +m/i = o 



e moltiplicate per p ,q ,r e sommate la : 

111 * + «I* « - 2{Xp + (i'q + y’r) 

essendo u la velocità angolare del corpo. 

Quando il corpo ruota intorno ad un punto fisso , e si suppongono i Ire assi 
mobili col medesimo essere assi principali del corpo , indicando con A , B , C i 
momenti principali d' inerzia , e con T la semisomma delle forze vive si ha : 

T-|(A/»* + D,- + Cf') 

c posto : 

(IT ,/T i/T 

Ja ’ lìti dy 

si hanno le ; 

- •^/i« = A/j + Bqe - G-u 

(87) - ^hv = -hpv-^ìiq-\-CrX 

- — hwm Apti - Bijr). + Cr 

(liillc quali : 



3.\p-vy-u'iJi-n-X7 3lìq=wX-uy-f-u7 uCr^i/u- vX-tv- K j 
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rs.scndo Xu + fj-v + v\v- Ora mdlcamlo con U la funzione delle forze si hanno 
come h nolo le : 



u 



r/(T-U) . (/(T-U) rf(T-U) r- 

dX ’ * d* 



quindi si arranno le : 



u 



{•(/)» + um + rv - qw) + 



dX 



■ .r ^ 

w mi (q 3 + V m + p w - r ti) + j— 



tv' = | (ra + wm + qu 



M 



Queste equazioni insieme alle (8G) sono le equazioni alle derivate pel movimento 
di un corpo attorno ad un punto fisso sotto la forma assegnala dall' Hamilton. 

Notiamo che se il corpo è sollecitato da sole forze istantanee, indicando con ^ , >t) ( 
gli angoli che l'asse della coppia acceleralrice , I’ asse della coppia d' impulsione e 
r asse istantaneo di rotazione fanno colla retta di cni » è dello alla fine dell’Ap- 
plicazione I.' (la quale retta venne dal Sig. Cayley denominala asse risultante); 
e con gjl)tù i momenti della coppia acccleratrice c della coppia di impulsione, e 
la velocità angolare del corpo , ponendo ; 

\pX + + Crv = <ji , Ap'X + Bq'i» + Cr\ = y 

si hanno le ; 



y = gtang-jff.cosj, i)> = f tang ff . cos ij , m » a tang 5 . cos j; 

e siccome moltiplicando le (87) ordinatamente per X, (z, » e sommando i risultali 
si ha : 



si avrà anche : 



Ao + ai)i = o 
» + /scn 5.COS1? = o 



L’ utilità di queste formule nella trattazione del problema del movimento di un 
corpo solledlato da forze istantanee atlurno ad un punto fi.sso, si rende manifesta 
dai risultati ottenuti dal Sig. Giyley su questo argomento (*). 
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Un ileteriainantc P gli clenirnli conjiigali del quale soddisfino alla condttionc : 



si chiama determinante simmetrico. 

Quindi una polenaa d' ordine pari di un determinante qualunque è un deter- 
minante simmetrico. E siccome in un determinante simmHrico P gli elementi situati 
nella resima colonna eguagliano quelli costituenti la resima tinca , si avrà ; 

dP dP 

dn,j dri,^ 

cioè il determinante ad clrmcnli reciproci di un detcriniiiantc siinnicirico è pure sim- 
metrico. Nc segue che i valori di a:,, x, . . . x. ricavati dal sistema di equazioni al- 
gebriche lineati (i6. §. 4-”) n'I <^he assumeranno la forma: 



</P 



dP 



dP 



Px = n + -t. M + ...+ — w ■ 

■ ' d,c. ' ' da.. ' • da. 



</P </P dP 

+ “.-7—+ +7“.-, — 



„ dP dP dP 

e/P . . 

rappresentando — la <lcrivata rispetto ad a,., dello sviluppo del deterniinante. 
oa,.t 

simmetrico P. 

Dalla furmola (i4) pel c.iso di P determinante siinuictrico si ha ; 



<fP </P ,fP /(/PV 



da,^ da,, ila. 



T <fP /(/P ■ 
da., \da,j 



dP 



c sunpoDcndo - — a o m ha : 

da,. 



p_i!£ /iLV 

da, , da, , 



cioè I due delerminaiUÌ simmelrid P e 



da,^ da,^ 



saranno di segno contrario. 
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Ap|>arlengooo alla specie dei delcrminanli simmelrici anche 1 dclcrmÌDanti della 
Inrnia : 





< 1 , ( 1 , 


- • 


K-, " 


rtj 






"... 


"t... 



per 



i[uali ha luogo la proprielh espressa dall’ equasione : 



da,.., 



- H, 



La proprìelh caraUerislica di questi determinanti è però devoluta alla teorica 
degli invarianti. 

/Applicazione- Indicando con s, la somma delle potenze erresime delle radici 
della equazione : 

V(x)«a. + o^,x + . . . . + n,x"'' + x"-o 



sussistono come è noto le relazioni : 



«.■>, + 0..,^. + . ■ . + «,-r„ + J, “ o 

+ + . . . + n.i. + = o 



+ «li., + . . . + n,V.,+.r^., = o 

dalle quali e dalla V(x)>o eliminando i coefficienti ...n. si ha ■ 



V(x) = 





o 



• Osserviamo che se agli elementi della seconda colonna di questo determinante 
si aggiungono ordinatamente quelli della prima moltiplicati per -x , agli elementi 
della terza colonna quelli della seconda moltiplicati per - x , c così di seguito , il 
valore del determinante non si altera , quindi si ha : 
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s,-s,x 


f,-J,X 




V(x) = 


f,-f,X 


J.-S.X 








■ ■ 





Rappresentiamo questo determinante con ; 



«M 


«... • 


• «.4. 


«... 


«« • 


■ «V. 


«.M 


«... 


«•Ji 



ed indichiamo con il determinante : 



«... 


«M 


«... 


«.. 


«.a 


• «». 


«-a 


O.a . 


«... 



Cò posto passiamo a dimostrare il seguente : 
Teorema. I termini costituenti la serie : 



V. 



godono della proprietà caratteristica dei residui di Sturm , cioè se un valore di x 
annulla la funzione V, le funùuni V,^,, V,_j sono per quel medesimo valore di x 
di segno contrario. 

Infatti osserviamo che essendo : 



rfV., 



V. 



rVV,. 






si oUerrH per V equazione (i4) * 
V V 



Quindi se un valore di x rende , si avrà pel medesiino valore : 

vale a dire V,,, e V,_j di segno contrailo. 
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nifi. t).° l>ci dctenuIiHinti delie radici delle Mpiazloni alg;ebriebe 
e dei dctertuiaanli defili integrali particolari delle eqnasùmi 
a derivale lineari. 



Ilappresenli : 




x' + A^,x-' + 


. . . . + A,x + A, = o 


ima cc]uazioiì« algebrica delP ennesìoio grado , c siano 
medesima. Saranno soddisfalle idetuic«'inienlc le equazioni : 


«,"+A,.,«”'‘ + 


+ 

+ 

II 

o 


“i' + t- 


. . . . + A,a, + A,s=o 


a,” + A,.,a,"" + 


. . . . +A,a. + A, = o 



Molliplicatc queste equazioni urdiiialameiUc per le indeterminate a, n, c 
somuiali ! risultati si pongano : 

fl, + (I, + ...+«, = o 

n,a, + a,a, + . . . +rt,a. = i> 

(88) 

+ . . . + 



si avrà evidciilcmeiilc : 



A, = - — (a, a," + «,«,■ + ....+ a, »,") 



Ora supposto : 



A » ± a* a . a • 
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dalle equaiioni (88) $i rìcaTano le : 



s d^ 



z </A 



z (M 



a dx' dxJ 



c quindi soaliluendo : 

I / </A (/A </A\ 



rappresenlando col simbolo Z la somma dei prodotti delle combinaiiooi ad n-r 
ad n-r delle radici a,, 

Se supponiamo r-re-i ed indichiamo con F(x) la espressone: 



le equazioni (88) sono soddisfatte ponendo : 



e quindi : 



"■"fx..)’ "•“fxo” • • F (a.) 



I ■ </A I idi I idi 

F^) “ A d^ ’ F^ “ A d^ ’ ° A 



Osserviamo che : 



di 

TbC' 



per cui indicando questo determinante con A, e con F,(x) la espressione : 
(x-«.)(x-«J • • 



Analogamente ponendo i 



I ' I di, 

F. (0 “ \ d-r 



.1^ ,ji^.i.. ^.A . 

dxr dxT ' dx._, 
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C(l. 

F,(x) = (x-«J...(x-«,), F,(x)-(x-ai).. (x-«.)...F.^(x)-(x-a^,)(x-«.) 
atreoo : 

I I d\ I I d\ I 1 

fvw ' \ ’ fTw ~ \ dir ' ' ” 1.Z 



le quali equaziooi moltiplicate membro per membro Ira loro danno la : 



A = F(«.)F.'WF.'(-.)...F',>.J 

ossia : 

(*.-«.) • • • (vO • • ■ (“ t -«0 (*.-«0 • • ■ 

importante relazione dovuta a Vandermonde. 

A questo risultato si può anche giungere Incendo uso di sole proprietà dei de- 
terminanti. Infatti eseguendo sul determinante A la trasformazione indicata all’ .Ap- 
plicazione 3.* del §. 5.* si ha : 



A- 



V“. 




I ■ • 1 • * * ^n-l • I 



ossia dividendo la prima colonna per ; la seconda 


per ecc. si ha : 




I 


. . 1 
















ed eseguendo di nuovo sopra quest’ ultimo determinante la tras&rmazione suddetta, 
e quindi dividendo la prima colonna per la seconda per «,-«4 ecc. si ottiene: 






I t 9 



e ripetendo questa operazione (tt-i) volte si giungerà al valore di A trovato sopra. 
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Da esso deducesi fadlmcnlc che i valori di .r,, ar, . . . x, ricavalilli dalle equazioni : 






(«!)) 



. .r, + X, e . . . 


+ X. - 1 


, .r, + . 


^ a.JT. = k 


>. ’ a.’x, + 


+ ».*•*•, = A' 


ra.-'.r, r 


. . +a,*''x, = A-''' 


1 forma : 






. . . f».-A) 




• • ■ (»,-*,) 


(a -A) (a.-A) . 


■ ■ K-k) 


(a -a,) (a -a.) 


■ ■ (»,-*.) 


(a-A) (a -A). 









Si indichi con s, la somma delle potenze resime delle radici dell' eqnazinne 
proposta , facendo II quadrato del determinante ^ si ottiene : 




e siccome per I' equazione (6a) si ha : 
osservando essere ; 





1 1 . . . 


. . . 1 




ò’o 


A, 


. . 1 


■" Au „ 


a, a, . , . 


■ 




St 


Ja . 






9 »!• 1 4 IH* 1 

t « 


m 






. . 
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.'ivrnno la : 
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Sa 


s, • 


■ Sm-t 


Si 




■ Sm 


Sm- 


Sm . 


■ • Sym—i 



= -l 






Applicazioni, i 

Un (Iclcnninante nel quale gli clementi costituenti una linea di una colonna 
sono integrali dcrmiti estesi fra gli stessi limiti si può ridurre ad un integrale mul- 
tiplo. In alcuni casi questa trasformazione o la reciproca , quando si possa ese- 
guire , ponno essere utili nella ricerca del valore di quel determinante, o di qucl- 
r integrale multiplo. Per mostrare come possa effettuarsi questa trasformazione con- 
sideriamo il determinante ; 




ed o.s5crviamo che ogni termine dello sviluppo del roedc.simo sarebbe un integrale 
deCiiito multiplo dell’ ennesimo ordine , per conseguenza quel determinante si potrà 
porre sotto la forma : 




-X 

C ' 


C * 


-X 

C - 








-X 

e •or, 


-X 

e 


-X 

t "a:. 




?.w 








e"*-xr 


'f,K) 







Digitized by Google 




;8 

otà» il dctcnninante stesso sari eguale all’ integrale multiplo : 



essendo : 




—X —X X 

c ' • ‘ 



f.K) 



A 



^ • • • • 



Mediante una di queste trasformaàoni ed un teorenu sugli integrali particolari 
delle equazioni alle derìrate Gneati dovuto al Sig. Liouvlllr, (il qual teorema verrà 
dimostrato in seguito ) , il sig. Tissot (*) giunse recentemente a generalizzare al- 
cuni risultati di Abel e di W. Roberts (**). I determinanti di integrali definiti 
erano però già stati considerati dal Sig. Catalan (***)■ 



3 .* La funzione omogenea di grado dispari a due variabili : 

a^' + (an+ 1 )a, . . , + (an+ 1 

a 



61 dirà rido Ila alla Ibnna canonica allorquando venga trasformata nella : 

ìp,^*<ìjT^ + (/».*+ <n,r)'"" +■••■+ (/»...* + 7.. sr^*- 

Le a(n+i) incognite verranno determinate col 
mezzo delle a(n'i-i) equazioni le qiuli si attengono dall’eguagliare i coefficienti delle 
medesime potenze della x nelle due espressioni. Posto 
e quelle a(n+i) equazioni saranno : 



C. + C. + . . . 
+ + • ■ ■ 
c,a; + c,«,* + 



. + c.. 



,+c. 



3/1 •PI 



(*) JoariMl de Liouvìile. Année i85a. 

(**) Abef. Oeam* comptétet, p»g. 98 . Tome t/ » Joarcul de Lioutilk. i85i , iSSi. 
(***) Mémoirc* coaronaéi pax rAcxdénìe de Broxelle». i84t. 
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Dalle prùne n-t-i fra queste equazioni licarando i valori di c, , c, . . . si ot- 
terranno 1 equazioni analoglie alla : 



(9°) 
05scndo : 






li A 






A - 



I I .... I 
flt « 



a. a « , 



e flosthoitì questi valori nelP (n+a)fstma equazione si oUeirà : 



«... - 0... 2 ». + «, 2 «, * 



ranunentamlu die : 



+ ili + ii 

‘ da- * ‘ da'*- - - ,b- 



I i • • • 



Analogamente eliminando c,«, , t^,».- •• f. dalla a', 3' . . . (n+3)esiina di 
quelle equazioni si avrà : 



<1 —o Xflc-fa et ....±itaa...a «o 

Continuando ad operare in questo modo , si otterranno evidentemente le nt-i 
equazioni seguenti ; 

«.« - «... '», + «.«•, ± n, tn.„ « o 

(9 ' ) «... - «... * «.«».., - o 



*«..,«»... = o 

nelle quali : 



Osseiriamo cbe le a,, a,...a.„ saranno le radiò ddia equazione : 
x"*‘-x"m, + x"''OT, .... ±tn,„*o 
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ossi.-) Iv radici della : 






' JC- 


X* 


. . X 


1 


1 




« . rt, 


1 = 0 


«r... 


^•■♦1 * 


• • "... 


"... 1 



la quale si ouienc climinanda le m, , m, . . . da quest’ uUinia c dalle (91). 
Mediante la risoluzione di questa equazione si asTanno i valori di ai, , a, . . . , 

quindi per mezzo delle (90) quelli di c,i tl^< quali si deducono i valori 

ricliiesli di p,, />, ■ , p ,„ , j <7, ■ • tj.., ■ Notiamo che la equazione (93) mediante 
una trasfonnazìonc della quale si è già fatto uso si può riduiTC alla : 











n x-<T a x-Éi . . 





Consideriamo la eqiiaùonc alle derivale lineari dell' ennesimo ordine : 
j òO + + . . . + A, / -e A,y = o 

nella quale A..,, A,^... A,, sicno funzioni della variabile rispetto alla quale sono 
prese le derivate. Sieno j-,, n integrali particolari di quell’equazione; e 

ponendo ; 

"t)'i + ”.r, ’ + ".r. = “ 

«Ji' + = u 






»i avrà : 



, +a,;-,(o-0.o 



A, = - + , . . + a.j-.M) 

ossia ricavando dalle equazioni superloià i valori di n, ,n, n. e sostituendoli |n 
quest' ullluia sì ollìenc : 
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fsMpdo : 



A, " - „ + ;•.<"> +■■■ + 





J. - 


• • X. 


A > 


j: ri ■ ■ 


r-' 









Si osscttì che derivando quest’ ullima equazione à ha : 

d^ di. di 

03) ^ = r.'"' 7/y^ + ^ " /•"*’ jj^nr, 

quindi sari : 

A’ 

^.-1 - - ^ 



dalla quale : 



A-Ce-^*-'* 



forinola dovuta al Liouville. 

Mediante la equazione (93) si otiengono facilmente le seguenti ; 



f/A 




' di 




di 


/ di Y 




\d}y‘\) 








V0-.‘'-7 



e quindi le : 

' (^">) ’ C<^’) * iijy.) 



nell' ultima delle quali la r può assumere i valori 3 , H,.. .n. Ne deriva che sup- 
ponendo Aco si hanno n-i equazioni dalle quali si ricavano le proporzioni : 



( V 


( V- 


. ( \ 


• di 


di 


di 


Vx,^" ■>/ 


ydx.^V 


\d) 


df <«•''> 


■ ■ 


■ ’ ,/r _(«•■) 



1 1 
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rsscndo a , a, ... a. costanti. Questi valori sostituiti nell’ equazione identica : 

d\ <l\ il^ 

dj^" ''> ^ 

danno l.a : 

« J". + “.r. + ■ • + a.; . = o 

i’rr r equazione (gd) si hanno anche le seguenti : 

/ c/A Y t/A' / d\ Y c/A' /,/aY_</A' 

(/^/'* 1) dy^"-^') \dj',/ dy. 

Derivando la penultima una volta , la terz’ ultima due volte , e cosi di seguito 
si giunge alla : 




jlppìicuzioni. I 
L' equazione : 



A.Ce'/'-i''* 



può scriversi sotto la forma : 

dytn') dy, 



y c«-l) + y («■») -!Ì!t — + . . . + J- 



ossia ponendo : 

^ d^ d\ 
n . • — ■ ' ' - j ■■ 

sì arra : 

(<)1) + 1*. J-.'"’’ + • + Bj. = •• 

Osserviamo clic per le reUzioni stabilite fra i coefficienti di una equazione alle 
derivate lineari, e gli integrali particobri della medesima; le espressioni , 
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sono integrali particolari drll' equazione : 

j jn-o + + . , . + Bj = o 

e quindi per una noia propriclh delle equazioni alle derivate lineari , I’ integrale 
completo dell’ equazione (g-j) sarà ; 



essendo : 



- r.“, +r. “. + ■•• + 



c-/*.-.'*' Jx , A, 

J A,’ i) ’ ■ 



d^ 



Quindi conosciuti n - 1 integrali particolari dì una equazione alle derivale lineari 
dell' ennesimo ordine , si potrà determinare I' ennesimo in funzione di essi. Questo 
importante teorema è dovuto al Sig. Malnuliin (*). 

3.' Denominando con x,j,z le coordinate di un punto di una linea a dop- 
pia curvatura, con r,p i raggi di curvatura e di torsione, e ponendo per brevità: 



si Ila : 



= x +jr +s 



A 



x" y" z" 
x" f’ z” 



x"< y" 



-1» 



r ' / ' \ 

p “ dx"' dy" ^ / 



supposto che le derivate sieoo prese rispetto all' arco. Per determinare la baca per 
la quale il rapporto ~ è costante , si derivi quest* ultima equazione c si a\T^ : 




Ma dalle equazioni : 

XX + y y' + iz » o 
X x‘'+ yy” + s's'" » -m“ 
x‘x"^ +yy'* + w- 3mm' 



O Creile Journal fur dtc Mathrmalik. DanJ. 
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si hanno le : 



A t* 



= -/w( m-r-;7 +3m 1 — j C^y »-•«« ifi rr; + 3w —— I, A; *->«( fn —+óm — — * | 

V <jx - itx'-y ^ \ <//' <//'v V <h‘ dz" ) 

k- c|nal'i moltiplicate ordinatamente per x', y\ e sommate danno per la (gS) : 



A = o 

e quindi : 

ax’ + by -icz' ^ Zi 

essendo a , b, c k quantilh costanti. La linea richiesta sarà dunque un elice trac- 
ciala sopra un cilindro di cui le generatrici sono parallele ad una retta determinata (*). 

$• lOi* Dei delerniinanti delle funzioni. 



Rappresentino n funaioni fra loro indipendenti delle variabili x, , 

X, . . X. i formando le derivate prime parziali di quelle funzioni rispetto a ciascuna 

dy , 

delle Tariabili si ottengono n* quaoùlà analoghe alla ^ Trix,). H determinante: 

fir. 



U.V.) r.W • r,'(0 ] 

1’ = I ■ ■ ■ )A-^A I = i{±;-,'(^,l;-,(x.). ..;-.'(.r.l) 

I r.'K) i 

chiamasi determinante funzionale , u determinante delle derivate prime parziali delle 
funzioni j', , rispetto alle variabifi x,,x, ...x,. 

L' ordine del determinante funzionale è eguale al numero delle funzioni , e non 
è minore che allorquando alcune funzioni sieno eguali ad alcune variabili. Per esem- 
pio se fossero t 

JV., = r. 

il determinante si ridurrebbe al : 

• rAx,)) 

c quindi sarebbe dell' resimo ordine. 

O Mouff. Applicdiion rie l*Analy»c • U GvootétrH*. Gnquiémc cHiiinn. Noie i. 
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Se dalle equazioni : 

/,{•*•, , .r, , j-,(x. , X. . . . j.(x, , x. . . . x.) 

SI ricavano I valori <li x^y x^. . . e questi valori si soslllolscono nelle equazioni 
medesime , si ottengono mediante la derivazione le segtienti : 

( 96 ) + +^;(x,)x.ov )- 1 

7v'(^.i<(j'.)+rr'(x',)x.'(7,) + — +7 ;(x,)x.'(9-.)-o 

e se nel valore trovato per x, si sostituiscono alle X, i loro valori . si 

avranno le equazioni : 



7’,'(x,)x;{/,) +7,'(x,)x;(r,) + . . . . +7, (x,)x;o-,) = 1 
^Af,) + x/( 7 ,) + + (x,) x/( r.) = O 

Quindi indicando con Q il deternainante : 

- <(r.) ■ ■ x.vj) 



si avrà dalla nota regola per la moltiplicazione dei determinanti ; 

PQ= 1 

Se nella seconda delle e<|uazioni (9O) si pone ss 1 , a . ra si ottengono 11 
equazioni dalle quali si ricava : 



(98) 






ed analogamente dalle (97) ricavasi la : 



(90) 

e quindi : 



l’x/lj-.) = y4|— = 



x,(7,)jv(x,) = -r-;- 






Kappresentando con S II determinante ad elementi reciproci del determinante P. 
osservando che dall’equazione (48) ponendo « = o , r»s ed r+c«n+ 1 si ottiene la : 



S - P P ■ 
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ossia la : 

- ■ /.'(X.) ) P'” = ^ ( ± 

p(r 1’ equazione (99) « avrì ; 



2 ( ■ ■ r.'w ) - P 2 ( ±x,'0'.) ) 

l 

ed analogamente : 

Derivando il determinante Q riapelto ad jr, si lia : 
ilQ y V 

-r- " ~ia 



dj, ' dXr'iTm) dj„d}$ 
ossia per P equazione (98) : 



rvv V , s 



od anche s 
(100) 

e siccome P Q = 1 si avrà : 
Ma : 



^-02 
dy. ' </x. 



dy, (ir, 

rfP , ‘/P ,, , 



quindi sostituendo si ottiene la : 



, (/Px,'0-.) 



la quale per P equazione (99) può scriversi : 



(lOl) 



<lx, dx, ' ' ’ dx 
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Niitlamo che essendo ; 



P = r.V-) 

si avrà anche per 1’ equazione superiore : 



dx dx, dx. 



Supponiamo che fra le variahili x, , x, . . . ar, e le funzioni /, ) J", • • • sussi- 
stano le equazioni ; 



9 , - o , y. - o , 



Se da queste si ricavano i valori di ' y, ; c si sostituiscono i valori 

ottenuti nelle equazioni medesime , esse verranno soddisfatte , e quindi si avrà : 

-, V '^'^r ,, . t/y, V V 

dy, * • • • ^ = - d^^ 

e qiiliul) per la regola della oìoUiplìcauone si avr.i ; 

vf4?t ... 

\ ^r, t{y.) ' V 'te, 'te. dxj 



yfl>pJirnzlone. 

Rappresentino A,, A,... A. n funzioni delle variabili x, ,x,...x. e si consi- 
deri la equazione alle derivate parziali lineari del primo ordine : 

(I o3) A,r,V.) + Aj'.V,) + . . . + A.;v'(x.) - o 



y,, y, - ■ ■ - y,, «-i soluzioni indipendenti fra loro di questa 

equazione; si otterranno mediante la sostituzione n-i equazioni identiche dalle quali 
si hanno le proporzioni : 



A, i A, : : A. - : a, , 



Indichiamo con M il valore cornane a questi rapporti , sarà evidenteizienlc : 



P“'*(A.rr’(^,) + + • . • + A.J,{X,)) 
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c per r equazione ( i o i ) sì avrà ; 



(lo4) 



<VMA. rf.MA, ,/MA, 

dx, dx, dx. 



La quantità M |ier la quale hanno luogo le due proprietà espresse in queste 
due ultime equazioni venne dal Sig. Jacob! (*) denominata il moWpUcatore dell'e- 
quazione a derivate parziali ( i o3) , o del sistema di equazioni a derivate ordinarie : 

(io5) a,' : a:,’ : ... ! X. = A, : A, : ... ! A. 

Supponiamo ora che : 

1*. = + + ? VK) 

( 1 oC) B, = A,_r,’(x,) + A + + A.;-.'(x.) 



+ A. r'.(^.) — + A. /.(x.) 

nelle quali B, , B, . . . B, sieno funzioni di , y, . . .y,. Derivando queste equazioni 
ordinatamente per }\ì J',- ■ .y. •, o sommando i risultati, rammentando essere ; 



si ha : 



' dy, 1’ dx. 




^ (.dV dV dP \ dA, 



dA, dA, 

^ dx, dx. 



e siccome essendo PQ » i si h.v ; 

-L 1 - 

P (ir, “ ■ Q ,ir, 

si avrà anche : 



dy, ( 'dx, * dx,*"'*'' ’dx,)'*' \,Lx, '* 'tlx~,* ' ' '* 7/x,J 



Ora per le equazioni (io6) si ha qualunque sia M la : 

„ dMQ „ (/MQ „ <iMQ . ,/MQ . ,/MQ 
B — ; — + B . .+ B. — — = A, ~ — + A, — J — + . 
A &. dy, ' ,lx, ■ dx. 



.. + A.- 



; /.MQ 

djc^ 



<*) MalbcinMltcbc Wcrkc. Baod. i. 
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quindi mollipEcando la penultima equazione per M e sommandola con qnest’ullimii 
membro per membro si ottiene : 



(“>:) 



c/MQB, ciMQB, (/MQB. 

'<r. ^ ^ <//. 



^ /,/MA, </MA. 




Osserviamo che essendo : 



Tr -jVl-tf.l-r.' +/,'K)-r,’ + . . . + 
dal sistema di equazioni (to 5 ) si deduce I’ eqitiraleote sistema ; 

jri -yi ■■ ■ ■ = 

Se le : 

/■-«.) j. - — r... “ 

sono ra-a integrali del sistema (io 5 ) saranno identicamente nulle le B,, B, . . B,^, 
c dall' equazione (107) si avrii : 

f/MQB,, (/MQB. „ /,/MA, ,/MA. ,/MAA 

*-5t) 

Supponiamo clic il moltiplicatore M sia determinato in modo da rendere i 



(.08) 



rfMA. ,/MA. 

,/.r, ,ir. ^ ^ tic. 



si avri per questo valore di M : 



,/MQ B.„ ,/MQB. 

'(r.., dy. 



o 



cioi MQ sari, come è noto , il moltiplicatore opportuno per 1 ’ integrazione dell’ e- 
quazlone : 

/. = o 



c quindi : 



/MQ(B.r.., - B.„/.) - cost.- 



sarà l'ultimo integrale delle equazioni (io 5 ). 



I a 
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Nc rùulla clic conosciuti n-a integrali delle n-i equazioni (io 5 ), e conosciuta 
un valore di M che soddisfi la (io8), l’ultimo integrale delle equazioni medesime 
dipende da una quadratura. Questa proprielii trovata dal Sig. Jacob! venne dal 
medesimo autore denominata principio delC ultimo moltiplicatore. 

Vediamo ora come possa determinarsi il valore di M nel sistema di equazioni 
corrispondente ai problemi della Dinamica. 

Indicando con T la semisomma delle forze vive) con U la funzione delle for- 
ze , le equazioni della dinamica come i noto si ponno porre sotto la forma : 

‘!Hl = 

<lt tip, ’ <lt itrj^ 

nelle quali facciasi /•«i,2...«. Punendo: 

</(T-U) ^ j, e/iU-T) 

‘>l>r ' <lqr 

quelle equazioni equivalgono alle : 



t-.<ìl-.ii;-....-.q:-.p'-.p'-.. 1 :P,;P,: . . :P.:Q,:Q.; ;Q, 



Quindi la equazione analoga alla (108) per la quale viene determinato il mol- 
tiplicatore M corrispondente a questo sistema di equazioni sarà la : ' 



e/\l i/.MP, e/MQ, ,/MQ. 

tU ilq^ ■ ,/y, ilp^ ,lp, 

la quale, essendo evidciilcmeiilc : 

</P, </Q, 

— + — = o 

di{, tip, 

trasformasi nella : 



dM „ e/Vl 

4P — + 

th ' tlt,. 



+ I’. 



r/'l </M 

+ Q . 4 

‘‘q-. <fp. 




• o 



Questa equazione essendo soddisfatta dal supporre M costante o per maggior 
semplicità M=i , ne risulta che il moltiplicatore per le equazioni della dinamirn 
poste sotto la forma superiore è l’unità. 
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Mollipliranilo nrdinatamrnic le cqiiauoni : 



pel- . x,‘(y,) si ollcrrà per le cqHaiionl (r)-) la . 

ed analogamente moltiplicando le equazioni : 

/.K'".+r.'KK + • - • 



• • • +7-’(-r.K-‘>. 

per x, (r,) , . . . x,'{r,) si avi-ii per le (96) la : 

k, = (^,j:;(;-,) + o.x,'(;v)+ ■ • • + 

Poniamo : 

(109) ^ JrV,b',’(x,) - A,„ - A.., 

e sostituendo in quest' ultima equazione 1 , a , 3 . . . n in luogo di s si otterranno 
n equazioni dalle quali ricavando i valori di x^(j',). . .x,'(jr^) per quanto 

si è dimostrato sopra si avranno le ; 

<(>v) =E,„ r,'(jf,) + E,„ + . . . + E,„ ^;(x,) 

jVW+ E,., r.Vj + ■ ■ • + E,„ 

■!•.'( rr)-E„j-,'(x.)+ii„,r,'(x.)+ . • +E,„j;(x„) 

Moltiplicando queste equazioni ordinatamente per /,'(x,) , ^,’(x,) . .y, (x,) <» 

per j'/(X|) , /,'(x^ . . . /,’(x„) si otterranno avendo riguardo alle {96), (109) le due 
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A,,, + .... + f;,_, a,^ = I 
E,., A,., + E,^ A,, + . . . + E,^ A., - o 

dalle quali ponendo ; , 



1 




A^ 




K K 


E.- 


II 

11 


A., A„ 


A,. 


, Q> * Il - 


K E., 


E.. 




A.,, A,, . 


■ ■ A.. 


1 

i 


E.,. E., . . 


■ E.,. 



sì hanno le : 



(no) 



KlUi, A„. 



^ </ll ì_ <IK 

H " K Za;;; 



Applicazione. 



Si indichi con F una funzione delle funzioni fra loro indipendenti }\ , /, ■ J\ 
c pongasi per brevità ; 

F(x.) = X,, F(r,)-Y,; 

si avranno evidentemente le : 



X. = Y,7 ,'(x,) + Y.jr.V.) + + Y./,'(x,) 

X. = Y.X(^.) + Y.j.(x.) + Y.jr;(x.l 



-Y. - Y,/,'(x,) + Y./.(.r,) + . . . + Y./;(x,) 



Molliplicando queste equazioni ordinatamente per .//(a,) e 

sommando i risultali si ottiene : 



( • • 0 \ XrV,) + Y, + — + X, y;{x,) - L, 



essendo in causa delle equazioni (109) ; 



L, 



Y,A,, + Y.A, 



+ Y.A,, 



ossia per la seconda delle (ito) : 



(ita) 






dii 



tlT vr V 



</E. 



+ Y, 
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Se nella equazione (i 1 1 ) , al fa r> i , a . . . n si ottengono n equazioni dalle 
quali ai rìcarano le ; 



(i i3) 



X, = L,x;(_r,) + L. x.Xr.) + . . . + 

\ = L, L,.r.'Cr.) + . . . + L.x,'(/,) 



X. -L,X.'(;',) + L, X.'(x.) + . . . + L. x.'(r.) 
c dalla equazione (ita) ai deduce facilmcnle la : 

L,E„. + L,E, , + . , , +L.E,„= Y, 

Derivando le equazioni (ii3) ordinatamente rispetto ad x, , x, . x, c som- 
mando i risultati ai ottiene la : 



r/X, 

f/x. 



'(r. 





<ir, eir, </x. 



ossia per la (loo) : 



(<<4) 






,/L,Q (JL,Q i/L^ 

'<r. * >{r. * " f/jr. ’ 



la quale equazione rammentando essere PQ = i può anche assumere la forma : 



/(/Li 


,/L, 


(ÌL.\ 


(r dP 


r dP 


. <^P\ 


(<(r. 


rfr. 




\'d// 


h L -j — + . . 

’dr. 





e siccome moltiplicando le ( i ■ 3) per 
tali si ha : 



e/P JP 



(iP 



(ir, ’ (ix. ' (/x- 



e sommando i risul- 








L. 



£P 

‘O'. 



sostituendo avremo : 




+ 






+ . 



</L \ ^/X,P ^/X,P 
(/;-,/ (ir, ^ (ir, ^ 



(ÌX.P 

dx. 
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MedIaDle la equazione ( 1 1 4) ^ ottiene una trasformazione generale della equa- 
zione alle derivate parziali del secondo ordine ad n + i variabili : 



Ux' ^ (/a-,* JjrJ 



o 



la quale trasformazione pel caso di n-3 corrisponde a quella trovata da Jacubi 
col mezzo del calcolo delle variazioni (*), e comprende quindi come casi partico- 
lari quelle dovute a Laplace, a hìtaé ed a Cauchy (**). Se supponiamo 
si ha : 



e quindi : 



Sieno : 



EJ, 

n V(E...E .. . , . . dF 

VE,, ~ <b. 



x,-r,cos/, , j:,=/,seny,cos/,, jr,=y,seiy,senj,cos ^4 . . . . 
x._,-/,senj,scn/,... scnj.^cos/,, senj-,scnj,. . .senj. 



sì ottengono iàcìUncnle la , » o e le : 



c quindi : 



h E„ ”7.* . Ei,s=7,'sen>,scny,.... 

E., =r.'s'"*7.s'"’7.- • «"’r.., 

</F 

L.Q* /r’ s'O. ^ 

di' 

E. Q “"'V. S'"/-. jy 

E.Q-r."’ ■ • • s'"7-. ^ 



L.Q-r,'"’ sen'"/, sen'^/, . . 



sen""';',., stn-'y, . . senf,_, 



dF 

‘‘/r 



Pel caso di n = 3 si ottiene la : 



O MdlhcnutiKhc Wrrkc. BjiikÌ. II. 

(•*) Jonnul de TÉfote Peljlccttiquc. C*b'u*T. a3*. ^ Exerciecs d’Analjric el tle PUy»iqite Malbcanli<|tic. 
Tome dfuxìcioc. 
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, , </F . </F 

,n-' ,/-F .rF ‘‘^'1^, . ^F 

,!?• " Zx? " .Tx? = --- + - H- ^ = o 



‘‘r. 



tir, s'"r. 



1.1 quale è la noia IrasrorinarJonc di Laplace. 

Dalla seconda delle equazioni ( 1 09) si ricava mediante la derivazione la seguente ; 

(m 5) 

rf/m lij-m (/» » \ty », d) r djr, / 

e da questa ponendo ; • 

M . 

’ V '(> -x * dfr '{r. / 



Sì hanno le : 



(>,6) 



—H— = ".r.X^.) + + ••• + 

t*/ m 



‘If.'fn) __ 

<l/m 



M./.'K) + M.^V(X,) + . , . + M.r.Xx.) 



Consideriamo ora il dclerminanlc : 



X, X,„ 


X.,. . 


•X.^ 


X. X.. 


X„ 


X.^ 


X. X„, 


X„. 


X., 


0 X. 


X. 


. X. 



nel quale 

«.r, 

due seguenti : 



ed osserviamo che esso può risultare dal prodotto 



dei 



Y, «M 




r>'K) />'W 0 


Y. "... 




.?■.'(•*■.) .) 0 


Y. fl.,. "... 




;.'(J-.)j-.(x,) . . 9.’(x.)o 


0 X. X. . . X. 


/ 


0 0 0 1 
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nel primo dei quali si è posto a,^ = Moltiplicando il primo di questi drier* 

minanti pel determinante ; 



e poncdio : 



SI ottiene : 





^-'(7.) 


0 <(r.> <(r.) 


■r.'O.) 


« ^.'(r.ì <(7.) 




1 0 0 . . 


. - 0 


.) + + • ■ 


■ + 



K, 


K. 


Y, 


K, 


K- 


Y. 


K 


K. • 


K Y. 


Y. 


Y, 


Y. 0 



c siccome per le operar.ioni estuile si ba ecidentementc S^VQ' sarà ; 

V.i 

Notiamo che derivando la equazione : 

Y, = X. <(/,) + X. x;{jr) + . . + X. x.O',) 
rispetto ad y, si ha per le equazioni (ili), (' i(>) e (117) : 



dalla quale : 



*i,r “ Y/-* • h,‘$ + + — -y— — . I 

\ d)r ’iy. dfmi 



, „ IVI f/E, A 



e quindi la espressione V risulterà formala colle Y, , Y, . . . e loro derivale. 
Se nella espressione : 

iflv,iM ifEiA 



'• * ~d^ - -di~) 
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97 



11 




e/jV 



+ 



djr. 



</E,,r \ e/H 



e siccome per le (log) (ii5) il determinante t 

^ 1-1, iw ^ </ E,^ in Ej,r\ d H 

\ f ^y ^ 

risulta dal prodotto dei due t 



•r.'(r.) <(rJ 


x.'Cri-.) 


<^i(y.) 

dyr 




<{y.) 


<(/•) <(/J • 




àx;{y.) 

<fyr 




<{r.) 






d^.'iy.) 


a:,'(r.+i) 


x:{r.) 



Indicando quest’ ultimo determinante con si avrìi : 



K “ Yi, - ^ 2. Y. 07N.,, 

Se supponiamo Y,»Y,= . . . «Y,.,-o Y.= i si hanno le : 



/!„, 

/«„ 



^*«-,.1 .... 

e' ponendo 

®^r.j si ha s 



, A„. = -q<'ON„ 






^'•.1 ^i,i 



k k k 

"•^.1 "..ij ■ • • ".-Il 



l3 
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dalla quale per n=3 sì ottiene la noia espressione di Gauss per la curTalura di 
una superficie (*). 

Dalla equazione (ioa) si deducono due formole di mollo uso nella teorica dei 
determinanti funzionali. Se da s qualsivogliano fra le equazioni : 



(118) 


y,(x„x, . x,)=j-. 


si ricavano i valori di , X,„ . . . x,^ c questi valori 

Zi-j si ottengono le : 


si sostituiscono nelle altre 


?i "7i -7i(-r. . • • ■ 7-« ) • • ■ 7^.. > ^^...1 • 


0 

II 

h’ 


9r^Jr -Xr(X,. 7- .1 > 7^^ ■ ^..-.1 


■ ■ X,) = 0 


( ‘ ' 9) ?^.l =rr„ -rr.A^, ,X, . . .X,)^0 




9r.. -/rjx, , X, .... X,) = 0 





y r*\' ‘ '■*»> ■* ** 



Per la forma delle (unzioni f , i evidente la : 



<Ì9’ 

e siccome 

ér 



Inoltre essendo : 



2 (± ‘1?1 ^ ‘Ih !!1 j 

\ <(r. <iy, ■ ■ ‘ir-) “ «(r. ‘(r. ' ' 

si aiT.\ : 



2 



(.*h, 

V ‘h\ df. 



df.) 



I 



’hjt 

dy. 



d9, 


df. 


d<tr 


. dtr.... 


df. 


dxr„ 


dx,„ 


dXr„ 


dXr„ ” 


dx.., 


df, 


d?. 


dfr 


} 

■r 


df. 


dXr„ 


<‘^r„ 


dXr„ 




dx 


dy. 




d9r df^^„ 


df. 




tfx,^. 




dx.,. 



(*) N'oureamt M^tnoirrs de b Sociclc Bojair dei Sciron** de GoUìd^ìh'. T.* Vi* 
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r/y, 




dì. 


df. 




(fx. 




■ rfx. 




dir 


dì. 


dì. 


(4r, 


r/x. 




f/x„ 










</x, 


dx. 








dì. 


dì. 




<Zr, 


dx. 


dx,^„ ■ 


dx^ 



dì,., 


dì.., 


dì,.. 


dx,.. 


dx,., ■ 


dx,.. 


dì,.. 


dir.. 


dì,.. 


dx,.. 


>lx,.. 


' dx... 


d?,,. 


df... 


dì... 


dx 

•*'*-r*t 


dx,.. 





Ora per le equazioni (119) 



*hl 



-Tr{x) 



dunque rammentando la (103) si a\TÒ la equazione seguente : 

p- 2(±{/.v.)) Cr.'w) . . . (/,'(xj)) 2 (x,„) . . .y,.,(x,„)) 

nel primo delermiiianle del secondo membro della quale le y,{x ^ , • • • si 

sono poste fra parentesi, giacché le >7',- • • •/» si considerano come 

funzioni di a:, , x, . . . x, , . . .y,^, , x,,,„ . . . x, . Affatto analogamente si otterrà la : 

( I ao) P-2(±(r',„(x,„))(;'',..(x,.,)). .(/V./x..,)))2(±/,'(xJ.../;(x,)y,.,,,(x,.,,,)...y^^^^ 

Se in quest' ultima poniamo s» i si ha i 



(■3i) P“CrV.,('i.J)'«,.,.r., 

Supponiamo ora che dalla prima delle ( 1 1 8) si ricavi il valore di x, in fun* 
zione di x, , x, . . . x, e si sostituisca nelle altre ^ dalla seconda il valore di x, 
in funzione di x, , x« . . . x. e si ponga nelle seguenti e così vìa. Quelle equazioni 
prenderanno la forma t 

f, =r. X, . . . X,) = o 

r. -7,Cr,. -r, . . . X.) > o 

(■ 23 ) ?.-/.-7.(7.)7. ■ ■ •2r,)-o 



?, = 7. - r. (7. j 7. ■ • • 7-. > ■*•.) = 0 
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e siccome si hanno evidentemente le : 



‘h, df. 


•hn\ 






•ir, rfr. ■ ■ 


•Ifj' 


1 

’ </x. 


/•‘9, ‘i?. 




t/l. 




V «ir. 




" r/r, dx. 


(ir. 



per la (toa) si a^^k anche : 

(•34) P-(7VW)(/'.W) • (/.{-*•.)) 



le parcDles! «lloolaotlo anche in quest' ultima equazione la composizione delle 

X,7r. X-- 

yippUcazionc. 

Indichiamo con A,, il determinante : 

2 (±^‘, 

Se nella funzione s* introducono le . .ym in luogo delle J, , a-„ 

si ha per la formola { i a i ) : 

e quindi sarà : 

^ .T' ™(3^"“)) ( (.rn^i)) (y .•a:’,))) 

ed osserr-ando la (lao) : 

Supponiamo : 





= «r.,3^. 


+ rt,.,.r, + . 


• + 


«1,1 


« 1,3 • 




1 


« 3,1 


«3,3 




l 

i 




«IW,3 


• • • • «iN,A| 


«al,mAs ! 



n*»+r,l • ■ • ftin^rfOi 
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01 





I 


^ 1,1 • 




rti,i 


<*l ,1 • 


■ 




\ \ - 1 ^*^1* 
. . - j 














i 




- 1 


1 • 





La proprietà espressa in questa forinola è dovuta al Sig. Sylvestcr (*). Se nel- 
r equazione supcriore poniamo ro = n -2 si ottiene una equazione che è un caso 
particolare della ( 1 4) del §. 3.° 

È evidente che se le funzioni y',. . y, non sono Indipendenti fra loro, ma 
sono legate dall’ equazione : 



?(r.i " 



il determinante P è eguale a zero. Gò provasi osservando che hanno luogo n 
eqiuzioni analoghe alla : 



'A? 

•h\ 









c quindi sarà P = o. 

Col mezzo dell’equazione (i3i) possiamo dimostrare anche la reciproca^ 
cioè che se il determinante P è eguale a zero, le funzioni , y, - ■ ■ y. non sono 

indipendenti fra loro. Supporremo che la proprietà si verifichi pel determinante del- 
r re - I ordine , e proveremo che in questa Ipotesi si verifica anche pel deter- 
minante P ; talché quando quella proprietà sarà dimostrata pel determinante del 
secondo ordine lo sarà anche in generale. Osserviamo che se P ~ o , per I’ equa- 
zione (lai) dovrà essere eguale a zero o (//(a:,)), oppure Nel secondo caso 
per l'Ipotesi ammessa sarebbero le > J', . • ■ J',., , J",., . . . J', non Indipendenti fra 
loro, il che non può aver luogo osservando al modo mediante II quale fu trovata 
la equazione medesima (lai), dunque dovxà essere (j','(x,)) = o j cioè y, sarà espri- 
mibile col mezzo delle sole funzioni y\, /, ■•■J'r-it.T'r,,- ■ T,ì ® quindi le funzioni 
/■ ) Tf‘X’‘ saranno Indipendenti fra loro. 

Ora il determinante del secondo ordine : 

r.’W j-.'W -;V(x.) r.'C’".) 

O Pbilo»opl)ic;)I M-igazinc. i95i. 
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per V equazione (i^i) è eguale ad : 

e siccome la funiione conterrà in generale la variabile , se II delennlnante 
sarà nullo lo dovrà essere (/’,’(•*',)) , e quindi le funuoni non saranno in- 

dipendenti fra loro. 

La formola (ioa) dà il valore del determinante P quando fra le n variabili x, 
e le n funsioni sussistano n equazioni Supponiamo ora che le funzioni 

e le equazioni f=o sieno in numero maggiore delle variabili x , c veniamo a de- 
tesfflinarc II valore del determinante P. Sieno : 



?i = °i ?t=°- 

«+r equazioni che hanno luogo fra le n variabili x, e le funzioni 

di queste variabili. Ricavando dalle 5>,„ = o , y,^, = o.... f.^=o i valori di , 

J„t ’ ’ X-.- ) sostituendo questi valori nelle prime n equazioni si hanno le : 



9.(x„x, .x.,7„r.. r.)=° r-)=° 

Queste n equazioni danno per la formola (103) : 

- (t))-'-''-K*(è,)(è) -(è)) 

nella quale le derivate sono poste fra parentesi per indicare la composizione delle 
?i ) f t ■ • • f • • osserviamo che : 



che : 



è) 



^(±'hi^Jì 2 » 2 /* ‘!ìl ‘Jh. 

\ dx,dx, dxj \ \‘lx, dx.tlj.,, ,ly,J 

essendo : 









! 


\djJ 


WJ ■' 


WJ ■ 


1 

% 



Inoltre si ha evidentemente : 
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i « i W.A'O'J df.ldr.,. Jj.J 

dunque dall' equazione ( i a5) si a%rà : 



ì = 2 (±‘Lh 




jlhiA 


) \ r/x, </x. 


■ dy.,, ■ ■ 


' dr.^j 



la quale dì il valore del dcterminanle P. 

Se le /■, ) 7", . . • J', saranno funzioni composle delle variabili x,, , cioè 

fossero funzioni di altre funzioni y, , y, • . . y, delle variabili x, , x, . . . x, dall'equa- 
zione (ioa) si ha evidentemente : 



P = 



“kl 




v/*'A kl 




\ df, df, ■ 


df.) ' 


^ dx^ tir. 


dx^ 



:) 



e se le funzioni componenti saranno in numero maggiore delle , y\ - ■ .y, • per 
esempio fossero in numero rn>n, si avrebbe per la (Gl) del §. •j." : 



Lkk 


kx.. 






\ k'. 


d^r 


i/y.J ■ 


r/x, </x, dx,J) 



nella quale il primo simbolo 2 rappresenta la somma di tanG prodotti analoghi 
all' esposto ì quali si ottengono ponendo in luogo degli iodici r, , r, . . . r. n qua- 
lunque dd numeri i , a , 3 . . . m. 

Supponiamo che fra le variabili x, , x, . . . x. sieno date le n equazioni : 



r.=*. 1 r-=*. 

nelle quali a, , a, ... a. sono costanti , e che mediante trasformazioni eseguite su di 
esse equazioni , si riducano le medesime alla forma : 



y,(x,,x,...x,,«,, y,(x„x, ..x., •?,(x„X,...X„«„«,...a.)=a, 



Le , a, . . . si potranno ritenere come fanzìonì implìdte, e pò* la formota ( 1 02 ) 
si avrh : 






d.vj 
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Quindi il dclcrminantc funzionale P non cambierà di valore in questa trasfor- 
maziunc ogni qualvolta sia : 

(è-))- 

come sarebbe nel caso io cui f , non contenesse a, , non contenesse ^ • e f . 

non contenesse a, , 2, ... a, . 



^ppUatzione. 

Dall’ equazione (>34) si deduce la formola generale per la trasformauone de- 
gli integrali multipli. Si consideri I’ integrale multiplo dell’ ordine ennesimo : 



/"U,Q- <0-, 

c si suppongano le/,, z,. . .7, legate ad altre n variabili a:, , x, ... j:, dalle equa- 
zioni (133). Estendendo la regola ordinaria per la trasformazione degli integrali 
semplici, (come si fa generalmente nella ricerca delle formole per la trasformazione 
degli integrali duplicati , e triplicati (*)) si ottiene la : 



/u <//.<//.. 






‘hi ih 

(ir, <fx, ' ' ' Hx, 



. (ir, (ir, . . . (ir. 



ossia per le etpiazioni (i 33 ) , (134) •' 

J" U (//, (//, .. dj, -y " U . P dx, (ir, . . . dx. 
la quale è la formola richiesta. Aflatto analogamente si avrà : 

f " U dx, dx, ... dx. -y’'’U.Q dy, dy, . dy. 

Quest’ ultima equazione per la seconda delle (109) si può anche scrivere : 
f'" U (ir, (ir, . . . dx, = y" U. \/H . dy, dy,... dy. 



•. O Bdcdooi. Lezitni di Càlcolo Subtiioe. Tomo 1. 
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e iielln «iipposlzionc cbt = o s\ avrà : 

/" U ,Lc,du.... ,lx. =/"U V(E,„E^....K„)</;-. 

Supponiamo cbc le cqiiaiioni fra le variabili x , y sicno della forma : 

— + . .. . 4 . S I 

r^-". ;v-«. 3r-a. 

nella quale o,,a, ...a, sono coslanli. Posto: 

F(a)« (a-/,)(a-r.) . . . (:-/.) yi[a) = (:-«.) (=-«.) . (z-n.) 



si lunno come è noto le : 



,rw 

7 («,) 



E(«.) 

/(«,) 



F ('0 

J'M 



c quindi derivando rispcUo ad jr^ : 



X 



.<(;■.) -T 



F(fl,) I 

7 («.) «.-7. ’ 






E (-0 ■ 

/■('O «,- 7 r 






■/(«.) «.-7, 



dalle quali : 









r(«.) («.-;%)' 



- i 



. E(«.) 



'/(■O K-7,)* 






*/('>.) K- 70 ‘ 



ed : 






. F(nO ! 

'/(“,) («.-7r){‘'.-7.)’ 



■ j^.' 0 v)j^.’( 7 .) = 



. ^ 

*/K) k- 7 ,)K- 7 .) 



Ora se si rammentano le equazioni : 



_ ^ (7.) ^ ^ _J £0O ■ |iV.j ‘ 

7(7^) ' /■(«.) (".-rJ* /'(“.) (V70* • ■ 7‘(«.) (a,-7,)‘ 

F(a,) 1 F(a,) I F(n,) 1 

Joò (o.-rJ(«rr.) (".-r') K-7.) * ^/(«.) (".-7JK-77 

>4 
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loG 

si hanno Ir ; 



= ° ) E„ 



e quindi sarà : 



. F'W 

'Arr) 



/ n 



ilx. tir. . . . tir. 






v(nr.)yy.)- n.;.)) 

V{/i/)Ar.)--ArS) 






Col mmo di questa forniola il Sig. Calalan e giunto ad estendere ai trascen- 
denti Abeliani alcune relazioni sussistenti fra i trascendenti elittki (*). 



^ 11.° Del deleraiinanle di flesse. 



Sia u una funzione intera , omogenea delle n variabili x, , x, . . . tr, ■ Si indi- 
chino con u, , u, . . . u. le derivate prime della u rispetto a ciascuna di esse va- 
riabili , e con u,., , le derivate seconde, cioè sia : 



Il determinante : 



(Fu 

dx, t/x. 





"... 


«... ■ 




V - 


"... 


«... 








"... ■ 


■ “...1 



viene denominato I' Ilessiano della funzione u , od il determinante di Messe , per 
I’ importante uso fattone dal Sig.' Messe io varie ricerche geometriche. Questo de- 
temùnante viene da alcuni geometri rappresentato col simbolo Mu. È evidente che 
se la funzione u sarà dell’ mesimo grado , il determinante v sarà una funzione 
omogenea del grado /i(rn-3) esimo. 

Suppcniamo che le variabili x, , x, . . . x. sieno legate ad altre ri variabili , 
- " equazioni lineari analoghe alla : 



= Ofc.7, + a,., 

e sostituiti questi valori nella funzione n si ponga : 

f tFu d'u d'u \ n _ , . 



O Méinoim couronnvt |>ar rAca>lriuie de Bmxrllrs. iSji. 



\ 
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avremo : 



K . P*. y 



Inraltl dcrìvando la funilonc u rispetto ad j, ai ha : 
ilu 






« + . . . + K.'I,, 



e derivando quest’ ultima equazione rispetto ad e rispetto ad x, si hanno le: 



(Fu 


d(4 




dii. 


d) r dy. 


- -T- «r. 

dj. 




■ -*-7- <l,„ 

dy. 


(Fu 


dy, dx. 


= "... 


+ “z. «.a + ■ • 


+ «... «... 



Per queste equazioni , e per la nota regola della moltiplicazione dei determi- 
nanti si ottengono facilmente le equazioni : 

( <fu (Fu (Fu \ p P2^± \ 

rfx,r(r, dx.df, ■ dx.df.) ’ V tl^.dj j 

dal confronto delle quali si ha la Se la sostituzione sarli ortogonale, cioè 

se i coeflkienti a,,, soddisfano alle due equazioni : 

"Vi + “V. + ••+«*...“■ 

".a «M + + • • ■ + "... “ " 

si ha P .. I e quindi sarà K = o. 

Supponendo la sostituzione essere qualunque , se la funzione nella quale tras- 
Ibrmasi la u in conseguenza della sostituzione medesima non conterrà una qualsi- 
voglia delle variabili/',,/,...^, il determinante t> sarà identicamente nullo; giac- 
ché se la variabile mancante fosse per esempio la si avrebbero le : 

(fez (Fu (Fu 

dr, d r, dy, ■ ■ dy. dy, 

c quindi sarebbe K identicamente nullo, e per conseguenza anche t.. 

Redprocameote se il determinante v è identicamente nullo , si potrà mediante 
una sostituzione lineare trasformare la funzione u in una funzione omogenea dizt-i 




io8 

variabili J\ ■ ■ Jn.,- Inralli tssrado v rgnale a atro per 1 ’ eqnauone (i 4 ) si 
avrii : 

dv do ( \ 

dii,_, da,, \dti,^,/ 

c quindi gli elemenll reciproci del drtermlnanle v ammelleranno un fattore comune M 
deir(«-i)(m-a) grado, ed Indicando con a,, a, due costanti si avrà : 

(laC.) -^ = a,'.M, ^ = «, a, M 

Orn essendo n funzione omogenea dell* m grado sì hanno , come è nolo, le; 
(127) M„,ar, + K.,X, + . . , + K,^a-, = 



«,,X, + U,,X, + . . . + «...X, «• 
dalle quali si ottiene in generale : 



V 

X, 

m-i 



do 

u ^ — + K, 



do 



do 

^ dii. 



ed allorquando o pel valori ( 1 aG) si avrà ; 



a, K, + a^ H, + . . . + a, ■ o 
Pongansi nella funzione u ; 

X, = r, + ).a, , X, - a, + /.a, .... X. - I, V /.=„ 

«•.vsendo : 

e à una quantità indeleroilnata. Sviluppando si ottiene : 

).’ à" 

« = W + A IV + — VV + . . . + IV» 

a I , a . . . »< 

supposto che IV rappresenti ciò die diventa it allorquando pongansi In esso a, , 
a,. . . I. in luogo di X,, X,. .. X, 5 e vv rappresenti II valore di 
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nella medesima eondkione. Siccome poi : 



lOC) 



ihv ilw 

! a -k ^ ^ a 

dz. ■ r/s. • 



di\> 




1 ,.» - — - a + — — --- — a, ; 

f&, dz, 

allorquando la espressione «,», -r z,x, 4- . . . + a,», sarà identicamente nulla , lo 
sarà sv' e quindi anche io" , io"'. . . w'"^ , e lo sviluppo supcriore si ridurrà alla 
u-w, cioè la funzione u pel caso che o»o identicamente può ridursi alla io orno* 
genea fra le n-i Tariabili J', > J', • • • J",., come si era dichiarato. 

Questo importante teorema dovuto al S'ig. llesse (*) venne dal meiicsimo au- 
tore applicato alla dimo-strazione del due seguenti : 

i.° Se u = o rappresenta la equazione omogenea di una linea plana dell’ enne- 
simo ordine , la condizione perchè questa curva riducasi ad m rette condotte da 
uno stesso punto , è che il determinante o sia identicamente nullo. 

3.* Se u-o rappresenta la equazione omogenea di una superlicle deiremme.slmo 
ordine , la condizione perchè essa superfiàe sia un cono, è la oa o identicamente. 

f/it 

Dalle equauom (127)5 p^'slo •- — « U,, ricavasi la ; 

+ U,,H, + . . . + U„tO 

la quale, derivata rispetto adar,, supponendo gli indici r, s dilTrrrnti fra loro dà: 

</U. 



(.38) 



</x, 






e derivata rispetto ad x, dà : 

o,x, = (m-3)o + (n.-.)[ «. j 

Quindi se k, « u, - u, = o essendo o « o si avi à t>, = o qualunque sia r ; e 

dall' equazione (.4) si avrà : 

U =aU 

dx, - </x, ' ' " dx. 



O Creile. Journal Tùr die Malhmutik. B.ind. 4^« >85i. 
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la quale e soddiafalla ponendo : 

(lag) U,, = Nx/, U,„-Na:,x, 

indicando N un fattore comune a tutti gli elementi reciproci del determinante v. 
Derivando nuovamente la equazione (laS) rispetto ad jr,- si ha : 



(i3o) 









) 

iLc,dri dx,dx;' ' ' ’*dj:,dxi ” j 



essendo Identicamente : 



dx, ' dx, 






In causa della nota equazione ; 

U||rtti|i + + . . . -r Un|j'Un,i*0 

Ora se «, »it, =»...-=«, = o , dalla (i3o) si ha : 

ossia sostituendo I valori ( i ag) si ha : 

, dn., tlu., dn..\ 

. a.. ^ . . . . . X, 



TT 

dr, * ■ - dr, 



?ì 



o per una nota proprietà delle funzioni omogenee : 

f/,i = - (m - 1 ) (f«- a) N . K,,i 



Ne risulta che allorquando sieoo nulle te u, , u, u, è eguale a zero non 

solo 1’ Hessiano della funzione u , ma anche I’ Hessiano dell’ Ilessiano medesimo , 
cloi della funzione v. Pel caso di n-3, le equazioni u,-u, = u, = o sono soddisfatte, 
come è noto, ai punti multipli della linea rappresentata dall' equazione {<<> 0 ; e do- 
vendo essere per questi punti o • o , i punti medeàmi risulteranno dalla comune 
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ùilcrsnione delle linee rnppresenlate dalle equazioni « = 0,0 = 0, ed inoltre saranno 
ponti multipli anche per la linea rappresentata dall' equazione 0 = 0. 

Supponiamo ora che « = o sia una equazione algebrica , intera , razionale del 
grado m delle n-i variabili x, , x, . . . x. , ; c consideriamo il dclerminante : 











. 




• 




' 

i"- 


"..S. 






0 






■ “»-l 



Se la equazione ««o si rende omogenea ponendo ~ . — - in luogo 

X. X. X. 

delle variabili x, , X, . x„,, c moltiplicando tutti i termini per x."; sussisteranno 
le c<|nazionl (la^) c la : 



(i3i) 



K,x, + rz,x, + , . . + H„x. ~ um 



mediante le quali si potrì trasformare il determinante II nel modo seguente. 1 % 
evidente essere : 



(m-i)K, 


"m 


"... 




















0 




", ■ 


• • «... 



e siccome aggiungendo rispettivamente agli elementi della prima colonna quelli della 
seconda moltiplicati per -x, , quelli della terza moltiplicati per -x, , ecc. il va- 
lore del determinante H non u altera, per le equazioni (la^) e la (i 3 i), si ha : 



X. K„, 


"... 


"... ■ 


■ - 'V. 






"... 


I 

■ ■ 

. . i 


x.«..,„ 












. "... 
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ossia : 





"... 


"... • 


• ■ "s... 








"m 




. 11 - - — 








+ (-.)- 






"... ' 


• • «... 


m - 1 




".-,a • 






m-1 


"-U 






















• ■ 



Oss«mamo clic quest’ ultimo detrruiinaiitc può scrìversi : 



I 

iii-i 



"... 


"... • ■ • 


"... 




"... 


"... 






“.-s. 


(/n- 




• ('«-‘K 



quindi rijietendo sopra di esso P operazione eseguita sopra si avrì : 



H = - —u 

iii-i 





",a 


■ ■ "s.-. 






. 


. . « 










"*►-1.1 


l • 





Da questa equazione deducesi die per quei valori delle a*, , jr, . . . i quali sod- 
disfano l’equazione u = o, ed annullano il dcterminanlc 11, sarà anche t> = 0 . 

jipplicazione. 

Indicando con r il raggio di curvatura di una curva piana rappresentata dal- 
I’ equazione u>o si ha : 



(i3a) 

Al punii di flesso di 
o {)cl tcoiTina supcriore : 



II 



cui^a 


si 


ha come 


«M 








ft . 


It 




i *■ 1 




■•1 


■4 


1 








i 
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Qiie.->la rquazionc rappresenta una linea del 3(/n-a) esimo grado la quale sega 
la linea data ne’ suoi punti di flesso, efac per conseguenza saranno al più 3m(m-a) 
in numero (*). 

Imlirando con r, , r, i raggi principali di curvalora di una superficie u = o si ha ; 
Il 



l’rr quei punti della superficie pei quali uno dei raggi di curvatura ò infinito 
si ha H = o e quindi : 





"... 


“.a 


“..l 






“m 




"m 






“..l 


“s.. 


“t,. 


“>a 


“4.t 



Questa equazione rappresenta una superficie del grado 4(n<-a), c la linea di 
intersezione di questa superficie colla superficie sarù una linea di inflessione, 

o linea dei punti parabolici per questa superficie (**)■ 



Esempio. Consideriamo la equazione delle lince del terzo ordine : 



u = + n,x,’ + a,x' + C/iX,x,x, = o 

alla qual forma, come è nolo, si può sempre ridurre l'equazione generale. Si avrà : 

j rt|X, /ix, /ix, 

v> = 6’ I //X, (i,x, Aar, 

, I 

la quale equazione si può porre sotto la forma : 

A'(a,x,' + rt,x,* + a,x.’) - k x,x,x, = o 

essendo Ar = a,n,n, + aA‘. Osserviamo che eguagliando a zero 1’ Hessiano del pri- 
mo membro di questa equazione si ha : 

3AU-*(a,x,' + (i,x/ + rt,x,*) + (A-*- io8a,n,n,A‘)x,x,x, = o 



\ 



O Cirllr. Journal tur die Mathrmalik. Baml. qS. — iiiimoo. On the luj^lirr piane rurrcs. pa^. 71. 

(**) Oergoune. Annales de MatbematiiTun. T.** ai*. — Tlic Cambridge and Dublìo MalberaaUral Joiir< 
nal 1S48 i84o- 

i5 
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la quale ponendo : 

3/i'A-* = X+p/i' A"- io8fi,rt,rt,A‘ = 6XA-pA 
rlducesi evidentemente alla ; 

(i33) Xtt-^(io=o 

I valori di X , fi si ricavano fàcilmente dalle due equazioni superiori e sono : 

X = 4A'(A’““i'’i‘*i)*i 2 oa,a,o,A’-fi,*a,'d,* 

La equazione (i33) essendo evidentemente soddisfalla per quei valori di ar, , 
, X, che rendono ii^o , a = o ; ne risulta I’ interessante proprietà che i punti 
di intersezione delle linee u •= o , a - o sono ponti di flesso anche per la seconda 
di esse linee (*). Questa proprietà ha luogo solamente per le lince del terzo ordine. 

Indichiamo con tv una funzione algebrica, intera razionale di grado r delle n-i 
variabili s, , z^... a^, , e posto : 











1 




«V. 












0 






• W’.-, 



se rendesi omogenea I' equazione iv o sostituendo alle z, , z, . . . z^, i rapporti : 












fl 


















V 



essendo V I’ llessiano della funzione iv. Supponiamo che le variabili x,, x, . . x„ 
sicno legate alle variabili z, , z, ... z, dal due sistemi di equazioni : 



O Creile. Joonial Tur die MatheniitiL. Btml. 38. 
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w-, = x, 


n 


• • 


K, =2, 


", - • 


. ti^ 






DÌ avranno evidentemente n‘ equaiionl , le quali ponno dedursi dalle due seguenti ; 



«V'V + + . . . + = I 

+ "V."». + • • • + «V. - o 

ponendo r ed f » i , a , . . . n. Per queste equazioni si ha : 

(i 34 ) V.o=i 

e per quei valori di x, , x, . . . ; 5, , a, . . . che soddisfano alle equazioni « = o , 
rv=o sarà : 

x,j, + x,a, + . . . + x,a. - o 
L’equazione (i 34 ) mostra che a o-oo corrisponde Vso. 



jippUcazione. 

Ai punti di regresso di una linea piana rappresentala dall’ equazione « = o si 
ha r=o , quindi per I’ equazione (i 3 a) sarà II ■= oa e o « oo • ossia : 



W’m 










tv, 




«V. 





Le variabili x, , x, , x, ; s, , s, , 2, essendo legale dall’ equazione : 



le 2, , 2, , 2, patranno rappresentare coordinate lineari o tangenziedi ^ e la V = o 
rappresenterà una linea della 3 (r-a)esima cbsse , la quale segherà la linea di cui 
la equazione è la u = o o la tv = o nei suoi punti di regresso. Qdndi una curva 
dell’ resima classe ha in generale 3 r(r-a) punti di regresso (*). Analogamente per 
quel punti dì una superficie pei quali uno dei raggi di curvatura è nullo si ha 
V = o , e dovendo le variabili 2,, z, , 2,, Z4 soddisfare alla : 

+ ^i=. + + ^^4*1 = 0 



O Creile. Journal fur die Malhenatik. Band. 56. 
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le variabili medesime rappresenteranno coordinate lineari o planari , c la V » o 
rappresenterli una superficie della classe, la comune intersezione della 

quale colla superficie u«o o w^ot una linea di regresso per quest'ultima superficie. 

Osserviamo che allorquando V è identicamente nullo, la finizione tv per quanto 
si i dimostrato sopra può ridursi mediante una sostituzione lineare ad una fun- 
zione omogenea fra n-i variabili, la quale proprietà per n-3 ed ;i»4 <1^ Inogo 
al due seguenti teoremi : 

i.” Se l’ Ilessiano del primo membro dell’equazione tv«o di una linea plana 
fra coordinate tangenziali è identicamente nullo , quella equazione rappresenta una 
serie di punti situati in linea retta. 

3 .° Se l’ Ilessiano del primo membro dell’eqoazione tv=o di una superficie fra 
coordinate planari ò nullo identicamente, quella equazione rappresenta una linea piana. 

Mediante la teorica delle polari reciproche si ponno dedurre questi due teoremi 
da quelli della pag. 109 dovuti al Sig.' Hesse. 
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